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Einleitung. 

Bei der Feststellung von Tatsachen und Größen mit- 
tels sinnlicher Wahrnehmung sind wir Irrtümern und 
Fehlern imterworfen, welche teils der menschlichen Un- 
vollkommenheit, teils der Mangelhaftigkeit der angewandten 
Hilfsmittel und Methoden entspringen. Dies zeigt sich, 
sobald irgend ein von mehreren Menschen beobachteter 
Vorgang genau festgestellt werden will, oder wenn auch nur 
ein einziger Beobachter die Ausdehnung oder die physi- 
kalischen Eigenschaften eines und desselben Gegenstandies 
mehrmals unabhängig bestimmt. Es zeigt sich auch, wenn 
man mehrere Größen, welche vermöge eines Naturgesetzes 
in bestimmter Beziehung zueinander stehen, einzeln und 
unabhängig mißt (z. B. die beiden Katheten und die Hy- 
potenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, die drei Winkel 
eines Dreiecks usw.). 

Will man daher Widersprüche in der Feststellung von 
Größen oder Tatsachen vermeiden, so muß man ent- 
weder die Augen vor etwa vorhandenen überschüssigen 
und daher unter allen Umständen widersprechenden Be- 
obachtungsergebnissen verschließen, oder — auf über- 
schüssige Beobachtungen überhaupt verzichten. Beide Aus- 
kunftsmittel wären identisch mit dem Verfahren eines Eich- 
ters, der über jeden einzelnen Vorgang nur einen einzigen 
Zeugen hören wollte, auch wenn er von mehreren mehr 
oder weniger abweichend beobachtet w^urde. Das Ergebnis 
einer solchen Untersuchung hätte wenig Aussicht, die 
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§ 1. Einteilung der Beobachtungsfehler. 7 

"Wahrheit zu treffen. Dagegen wird man der gesuchten 
"Wahrheit um so näher kommen, je mehr Beobachtungen 
bei der Feststellung eines Yorganges oder einer Größe be- 
rücksichtigt werden und je zuverlässiger sie sind. 

Wollen wir alle, teilweise widersprechenden Beobach- 
tungen zu einem einheitlichen Ergebnis — dem richter- 
lichen Urteil gleich — verarbeiten, so müssen wir jede 
von dem ihr anhaftenden Fehler zu befreien, „auszu- 
gleichen" suchen. Auf sachlichem Gebiet kann die 
Fehlerursache außer in der Unzulänglichkeit unserer 
Sinne bloß noch in der Mangelhaftigkeit der ver- 
wendeten Methoden und Instrumente liegen. Die 
Untersuchung von Größe und Ursache der Fehler liefert 
daher neben ihrem eigentlichen Zwecke (der Schaffimg 
eines einheitlichen "Resultates) noch wertvolle Fingerzeige 
für künftige Einschränkung der Beobachtimgsfehler. 

§ 1. Einteilung der Beobachtungsfehler. 

Die Ursache, welcher ein Fehler seine Entstehung 
verdankt, ist häufig auch bestimmend für dessen Eigen- 
schaft und Größe, so daß man umgekehrt aus letzteren 
häufig auf die Ursache schließen kann. 

Entspringt der Fehler z. B. äußeren Einflüssen (Witte- 
rungsunbilden und anderen Naturereignissen, Böswilligkeit 
dritter usw.), oder ungewöhnlicher Nachlässigkeit des Be- 
obachters, so läßt er die Beobachtungsgröße meist um 
erhebliche Beträge imd zwar ebenso wahrscheinlich 
in der einen, wie in der anderen Richtung unrichtig er- 
scheinen, er ist ein „grober Fehler". 

Die groben Fehler lassen sich in den meisten Fällen 
vermeiden, jedenfalls aber durch überschüssige Beobach- 
tungen und geeignete Beobachtungsverfahren ihrer Größe 
und Richtung nach erkennen und ausmerzen. Sie gehören 
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8 Einleitung. 

# ■ 
nicht zu denjenigen, welche der Ausgleichung unter- 
liegen, und wir werden uns mit ihnen im folgenden nicht 
beschäftigen. 

Außer diesen, sowohl nach Richtung und Größe, 
als auch nach ihrer Ursache meist leicht erkennbaren 
groben Fehlern gibt es aber noch kleinere Fehler (Ab- 
weichungen des Beobachtungsresultates vom wahren Wert), 
die sich zwar durch geeignete Hilfsmittel und Beobach- 
tungsverfahren und namentlich durch erhöhte Aufmerk- 
samkeit imd Erfahrung des Beobachters wesentlich ein- 
schränken, niemals aber ganz vermeiden lassen. — 
Die Feststellung dieser unvermeidlichen Fehler 
an den Beobachtungsergebnissen nach wahr- 
scheinlicher Ursache und Größe und ihre Aus- 
merzung bildet die Aufgabe der Ausgleichungs- 
rechnung. 

Auch sie zeigen übrigens bei näherem Zusehen prin- 
zipielle Verschiedenheiten, die der Verschiedenartigkeit 
der Fehlerquellen entstammen, und die uns zwingen, sie 
in zwei Gruppen getrennt zu betrachten. Wenn es nämlich 
im einzelnen Beobachtungsfall auch kaum möglich ist, jede 
einzelne Fehlerquelle und ihren Anteil am schließlichen 
Gesamtfehler der Beobachtungsgröße festzustellen, so zeigt 
doch die einfachste Überlegung, daß die eine Fehlerursache 
eine nach ihrem Vorzeichen sich gleich bleibende, in ge- 
setzmäßiger Abhängigkeit von der Beobachtungsgröße 
wachsende Fehlerwirkung ausüben kann, während die 
andere einen Fehleranteil erzeugt, der nach Größe und 
Vorzeichen von Beobachtung zu Beobachtung wechselt. 
Wird z. B. eine Strecke durch mehrfaches Anlegen eines 
Maßstabes gemessen, der um ein gewisses, wenn auch 
kaum erkennbares Maß zu kurz ist, so liefert dieser Maß- 
stab, f alls sein Längenabmangel die einzige Fehlerquelle 
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§ 1. Einteilung der Beobachtungsfehler. 9 

darstellt, unter allen Umständen ein zu großes Maß für 
die Strecke, und zwar wächst der hieraus entspringende 
Streckenfehler proportional zur festgestellten Anzahl von 
Maßstablagen, also proportional zur Streckenlänge. 
Einen solchen Fehler nennt man „regelmäßigen 
Fehler". 

Hat umgekehrt der Maßstab zwar die richtige Länge, 
schleicht sich aber bei jeder neuen Lage ein zufälliger 
kleiner Anlegefehler ein, so wird dieser ebenfalls das öe- 
samtresultat der Strecke schädlich beeinflussen. Da aber 
der Fehler in der Maßstablage gleich wahrscheinlich in 
der Vorwärts- wie in der Rückwärtsrichtung wirken kann, 
so werden einige der entsprechenden, positiv wirkenden 
Fehlerelemente einige der negativen aufheben. Als öe- 
samtwirkung dieser Fehlerquelle auf die Strecke wird 
daher nur der Überschuß der einen Fehlerrichtung über 
die andere auftreten. Dieser kann ebensogut positiv 
wie negativ, und wird seiner absoluten Größe n§ich im 
günstigsten (aber unwahrscheinlichen) Fall = sein, wenn 
nämlich die Gesamtwirkung der positiven gleich derjenigen 
der negativen Fehlerteile ist. Im ungünstigsten, ebenso un- 
wahrscheinlichen Fall (wenn aUe Fehlerelemente in gleicher 
Richtung wirken) wäre die Gesamtwirkung, wie im Fall 
des regelmäßigen Fehlers, proportional zur Streckenlänge. 
Weder der eine noch der andere dieser äußersten Fälle 
wird regelmäßig auftreten. Sicher ist daher, daß die 
wahrscheinliche G^esamt Wirkung dieses „zufälligen" 
(unregelmäßigen) Fehlers langsamer wächst, als die 
des regelmäßigen Fehlers. 

Wenn nach Vorstehendem das Wachstum des regel- 
mäßigen und des unregelmäßigen Fehlers verschiedenen 
Gesetzen folgt, und wenn weiter die Möglichkeit vorliegt, 
daß beide Fehlergruppen in den auszugleichenden Beob- 
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10 Einleitung. 

achtungsresiütaten gleichzeitig auftreten, so wird nur die 
Trennung beider die richtige Erkenntnis der Fehler- 
iu:sachen und die Fehlerverbessening an der richtigen 
Stelle ermöglichen. 

Eine solche Trennung läßt sich in einzelnen Fällen 
durch einfache Überlegung ermöglichen. 

Wird z. B. ein und dieselbe Gfröße (etwa eine Strecke) 
mit denselben Geräten unter denselben äußeren Um- 
ständen und nach derselben Methode mehrmals gemessen 
imd weisen die Messimgsi^sultate Unterschiede auf, die 
zu klein sind, um als Folgen grober Fehler angesehen 
werden zu können, so können diese Unterschiede nur zu- 
fälligen, unregelmäßigen Fehlerquellen entspringen. 
Sind aber die verschiedenen Wiederholungen der Messung 
je mit anderen Geräten nach anderen Methoden oder 
unter veränderten Umständen ausgeführt worden, so 
können die kleinen Unterschiede zwischen den verschie- 
denen Resultaten ebensowohl zufälligen, als regel- 
mäßigen Fehlern und ihrem Zusammenwirken ent- 
springen. Durch Vergleichung beider Fehlerbeträge können 
wir den Anteil beider Gruppen von Fehlern am Gesamt- 
unterschied ermitteln. 

§ 2. Wahrscheinlichstep Wert einer Größe aus einer 

Reihe gleich genauer, mit zufälligen Fehlern behafteter 

Beobachtungsresultate. 

Ist die Beobachtung einer Größe mit denselben Hilfs- 
mitteln und Methoden und unter denselben äußeren Yerhält- 
nissen mehrfach ausgeführt worden, kann also jedes der er- 
haltenen, um geringe Beträge voneinander abweichenden 
Resultate als gleich zuverlässig angesehen werden, so würde 
die Annahme irgend eines dieser Beobachtungsresultate als 
endgültigen Wertes der Beobachtungsgröße eine Yergewal- 
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§ 2. Wahrscheinlichster Wert einer Größe usw. H 

tigung der übrigen und eine nutzlose unwirtschaftliche 
Arbeitsvergeudung darstellen. Denn letztere hätten, falls 
es sich bei ihrer Beobachtung etwa nur um Schutz gegen 
grobe Fehler handelte (Kontrollbeobachtungen), zum min- 
desten mit geringerem Aufwand an Sorgfalt und Zeit er- 
mittelt werden können. Wählen wir dagegen den end- 
gültigen Wert der Beobachtungsgröße unter gleichmäßiger 
Berücksichtigung aller beobachteten Einzel werte aus, so 
erzielen wir damit zweifellos eine Genauigkeitssteigerung, 
weil zum mindesten ein Teil der zufälligen, ebenso wahr- 
scheinlich positiven wie negativen Einzelfehler sich dabei 
aufhebt. 

Die Voraussetzung, daß sämtliche Beobachtungen mit 
gleicher Sorgfalt, also vermutlich auch gleicher Genauig- 
keit ausgeführt sind, führt zum Zweck der Auswahl 
eines endgültigen ausgeglichenen Mittelwertes L für die 
Beobachtungsgröße zu der Forderung, an sämtlichen Be- 
obachtimgswerten l gleich große, im Yorzeichen wechselnde 
Verbesserungszuschläge v anzubringen, welche dem bei der 
Beobachtung eingeschlichenen gleich wahrscheinlich posi- 
tiven wie negativen und gleich großen zufälligen Fehler 
entsprechen. Diese Forderung läßt sich aber nur im Fall 
zweifacher Beobachtung erfüllen. 

Trägt man nämlich die Beobachtungswerte Z^ Zg • • • 
als Ordinaten zu einer beliebigen Abszisse auf (ilg. la), 
so läßt sich nur dann ein Punkt finden, der von den End- 
pimkten der Ordinaten gleichen Abstand v hat, wenn die 
Zahl der letzteren =2 ist. 

In diesem Fall sind die Verbesserungszuschläge 
i?i = — ^2 • Lögt man der vom Endpunkt der l aus in 
der Ordinatenrichtung verlaufenden Verbesserung v das 
Vorzeichen +j ^er andern das Vorzeichen — bei, so wird 
(1) v^ + v^ = Q 
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und 






Ist die Zahl der Beobachtungs*wiederholungen 2" und 
trägt man die Beobachtungswerte ^ . . . als Ordinaten 



1, 



L. ^ L, 

Fig. la. Fig. Ib. 

ZU beliebigen Abszissen auf, so ist es unmöglich, eine 
Parallele zur Abszisse zu ziehen, deren Abstände v von 
allen Ordinatenendpunkten gleich groß sind. Wir müssen 
also auf die Fordenuig verzichten: 

absolut V, = absolut !;, = •••= absolut v^ = • • • 
(Fig. Ib). Immerhin kann man zwei der Beobachtungs- 
werte, z. B. \ und Zg, zu einem Resultat L\ = '^ 
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§ 2. Wahrscheinlichster Wert einer Größe usw. 13 

zusammenfassen , ebenso ^ = Lj usw. und erhält 

daöait ebenso viele Werte L', als Beobachtungspaare vor- 
handen sind. Gleichzeitig ist dann wie vorhin 



Faßt man jetzt je zwei der so gefundenen Werte U wieder 
zu einem Wert U^ zusammen und heißt die an den Wer- 
ten U anzubringenden Verbesserungen «/, so ist wieder 

v; + t/, = o >M = 

imd man hat nur noch den vierten Teil der ursprüng- 
lichen Beobachtungswerte. 

Fährt man mit der paarweisen Zusammenfassung der 
gewonnenen Werte zu Mittelwerten i''', U^^\ . . fort, 
wobei wieder r^//i __ q 

[t;'"] = USW., 

so bleibt schleißlich ein Wert L als endgültiger Mittelwert 
übrig. Heißen die an den ursprünglichen Beobachtungs- 
werten / anzubringenden Zuschläge, welche nötig sind, 
um sie auf diesen Mittelwert L zu bringen, F, so wird: 
(1)(L-Z,)+ (L-Z,)+...^M + K]+K1+... = [F]==0 

*) Das von K. F. Gauß (geb. 30. April 1777, gest. 23. Febr. 
1855), dem Begründer der Methode der kleinsten Quadrate, 
eingeführte Zeichen [ ] , für die Summe einer endlichen Zahl 
gleichartiger Größen, entsprang dem griechischen H = Summe 
aller. Der einfacheren Schreibweise halber entstand daraus [ 
und, zur genauen Begrenzung des zusammenzufassenden Aus- 
drucks, []. Es wird aus sachlichen und aus Gründen der 
Piet&t im folgenden beibehalten werden. 
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14 Einleitung. 

als Eigenschaft des endgültigen Mittelwertes L 
aus einerAnzahl2**gIeich genauer Beobachtungen. 
Die in (1) gefundene Eigenschaft des endgültigen 
Mittelwertes L aus einer Anzahl 2** nur mit zufälligen 
Fehlem behafteter, gleich genauer Beobachtungen / wohnt 
dem wahrscheinlichen Mittelwerte inne, auch wenn die 
Beobachtungszahl nicht gerade =2** ist. Denn die un- 
gefähr gleich großen zufälligen Beobachtungsfehler V wer- 
den gleich wahrscheinlich positiv wie negativ auftreten, 
sich also bis auf einen im Vergleich zu \J] sehr kleinen 
Best um so eher aufheben, je größer die Zahl der Be- 
obachtungen / ist. Mit großer Wahrscheinlichkeit dürfen 
wir daher Gleichimg (1) als allgemein gültige Bedingung 
für die Auswahl des wahrscheinlichsten Mittelwertes L 
einer beliebigen Anzahl gleich genauer Beobachtungen l 
festsetzen. Wir gewinnen damit allerdings nur eine Hy- 
pothese für ein Naturgesetz, die aber um so gesicherter 
ist, je mehr daraus zu ziehende Schlüsse mit der Wirk- 
lichkeit übereinstimmen. Wie man nun aber auch den 
wahrscheinlichsten Wert L der Beobachtungsgröße wählen 
möge, immer wird die Beziehung bestehen: 

Verbesserung Y= L — Z, oder (wenn man Y durch v ersetzt): 

L = in + Vn 



nL = [I\+[v]. Für (1): [v] = wird daraus 

(2) Endwert L = — = dem arithmetischen Mittel der 
n 

Beobachtungswerte, übereinstimmend mit unserem 
natürlichen Empfinden. 
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Wir erkennen, daß jeder neue Beobachtungswert l einen 
neuen Widerspruch v gegen den Mittelwert L und damit 
eine kleine Veränderung des letzteren bedingt. Je größer 
aber die Zahl n der zur Mittelbildung bereits verwendeten 
Beobachtungswerte l und je größer ihre G^oauigkeit ist, um so 
geringer wird der Einfluß einiger neu hinzukommender Be- 
obachtungswerte auf das Endergebnis sein. Die Veränderung 
des Endresultates durch neu hinzutretende Beobachtungswerte 
würde aber erst dann gleich 0, wenn die Zahl der bereits 
verwendeten oo groß wäre. Dann hätte man den auf dem 
Weg der Beobachtung tatsächlich unerreichbaren wahren 
Wert der Beobachtungsgröße gefunden. 



§ 3. Grundbedingunf^ für die Ausgleichung nach der 

Methode der kleinsten Quadrate. Einteilung der Aus- 

gleichuo gsauf gaben. 

Die Bedingung (1) filhrt auf einem sehr einfachen 
Weg zur eindeutigen Erlangung des wahrscheinlichsten 
Wertes L aus einer Anzahl gleich genauer Beobach- 
tungen /, wenn, graphisch betrachtet, die gesuchte Aus- 
gleichungslinie (s. Fig. 1 b) ihrer Eichtung nach (hier als 
Parallele zur a;-Achse) zum voraus bekannt ist. Trifft 
dies nicht zu, so genügt die Bedingung [v] = nicht zur 
eindeutigen Auswahl dieser Ausgleichungslinie. Ist z. B. 
die beobachtete Größe L (statt wie bisher konstant) ab- 
hängig von einer zweiten veränderlichen Größe, so kann 
man zwar die Beobachtungswerte /, wie in Fig. la und 1 b, 
als Ordinaten und zwar diesmal zu den korrespondierenden 
Werten der zweiten Veränderlichen als Abszissen auf- 
zeichnen. 

Mögen z. B. bei gleich bleibender Temperatur, aber ver- 
änderlichem Luftdruck an einem Quecksilber- und gleichzeitig 
an einem Federbarometer korrespondierende Ablesungen ge- 
macht worden sein, um die Beziehung zu finden zwischen der 
Anzahl von Teilen, um welche sich der Zeiger des Aneroid- 
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barometers fortbewegt, und der Anzahl von mm, um welche 
sich aus denselben Ursachen die Höhe der Quecksilbersäule 
verändert. Es sei ferner festgestellt worden, daß die gesuchte 
Beziehung zwischen den Quecksilberhöhen b und den Aneroid- 
ablesungen a von linearer Form ist: 
b = ax-\-c . 

Trägt man nun die Quecksilber- 
ablesungen 6 als Ordinateu zu den zu- 
gehörigen Aneroidablesungen a als Ab- 
szissen auf und verbindet die so erhal- 
tenen Bildpunkte, so ist bei fehlerfreien 
Ablesungen deren Verbindungslinie eine 
Gerade. Ihr Richtungskoeffizient (tg des 
Richtungswinkels) stellt die gesuchte 
Multiplikationskonstante x vor, ihr Ab- 
schnitt auf der y -Achse 
die (uns zunächst nicht 
interessierende) Additio- 
nalkonstantec. Nun sind 
aber die Ablesungen an 
beiden Barometern mit 
kleinen Fehlem behaftet, 
welche zur Folge haben 
daß die Verbindungslinie 
der Bildpunkte keine Gre- 
rade wird, wenn die Zahl 




UjOL'Ridauncjs- 
koeffliient- 
MuitipL -Em/} ante jc 



- U- Achse/ 



Fig. 2. 



riuie wira, wenn die Zahl 
der letzteren > 2 , d. h. wenn Uberbestimmung vorhanden ist. 
Die Abweichungen einer den Bildpunkten mögUchst angepaßten 
Geraden von diesen sind auch hier nichts anderes, als die Ver- 
besserungen V (s. Fig. 2), welche an den Quecksilberablesungen b 
anzubringen sind, damit die der Aneroidablesung a entsprechende 
gemittelte Quecksilberablesung B erscheint, deren al- 
gebraische Summe wir laut Bedingung (1) =0 machen 
sollen. 

Nun kann man aber jede Richtung parallel mit sich 
selbst so verschieben, daß schließlich [algebr. t?] = wird 
jede liefert ein anderes c und a;, d. h. es gibt unend- 
lich viele Gerade, welche der gestellten Be- 
dingung \v\ = entsprechen. Zur Auswahl der best- 
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§ 3. Grundbedingung für die Ausgleichung usw. 1 7 

möglichen Ausgleichungslinie brauchen wir eine weitere 
Bedingung, welche die unter (1) aufgestellte ersetzt 
oder ergänzt. Als solche weitere Bedingung könnte man 

etwa wählen: r i. i ^ i »r- • 

[absolut v\ = Minimum. 

Diese Form wurde in der Tat von Laplace im Jahre 1802 
aufgestellt und begrilndet. 

Sie leidet aber an verschiedenen Mängeln. In erster 
Linie tut sie den Yerbesserungen«;, welche ohne Vor- 
zeichen undenkbar sind, Zwang an, indem sie ihnen das 
Yorzeichen raubt. 

Sodann verursacht die Aufstellung eines all- 
gemein gültigen Ausdruckes für den absoluten Wert 
jedes einzelnen v oder für deren Summe [abs. v] , welche 
zum Minimum werden soll, erhebliche Schwierigkeiten. 
Denn je nach der Größe des Beobachtungswertes l , bzw. 
desjenigen von L ist abwechselnd abs. v = L — l oder 
abs. V =^ l — L, 

Endlich nimmt die Bedingung [abs.«;] = Min. keine 
Rücksicht auf die Wertung der einzelnen Be- 
obachtungsfehler V nach ihrer Größe. Handelt es 
sich nämlich darum, die Güte einer Beobachtungsreihe im 
ganzen zu beurteilen, so wird man dazu am besten den 
Wert derjenigen Funktion der Beobachtungsfehler v ver- 
wenden, die man zum Zweck und anläßlich der Auswahl 
des bestmöglichen Mittelwertes L zum Minimum gemacht 
hat, im vorliegenden Fall also [abs. «;] oder 

(3) rf = -&i. 

n 

Der Wert d stellt dabei den absoluten Durchschnittswert 
aus n Beobachtungsf ehlern t; , den „durchschnittlichen 
Fehler einer Beobachtung" vor. 

Weitbrecht, Ausgleichungsrechnung. 2 
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Möge nun z. B. ein be- 
stimmter Beobachter mit 
einem gewissen Instrument 
und unter Einhaltung einer 
gewissen Messungsmethode 
beim Nivellement gleich 
langer geschlossener Schlei- 
fen etwa folgende Abschluß- 
differenzen gegen den (in 
diesem Fall l^luumten) Soll- 
wert erzielt haben: 



Schleife 


Abschluß 


differenz v 
- mm 


1 


4 




2 


5 




3 




6 


4 


5 




5 




5 


6 


5 




7 




5 


8 




6 


9 


5 




10 




4 




24 


26 



[abs. v] = 50 



n 



Ein zweiter Beobachter 
habe dagegen beim Nivelle- 
ment derselben Schleifen mit 
anderemlnstrument und nach 
anderer Methode folgende 
Abschlußdifferenzen erzielt: 



Schleife 


Abschluß 
+ mm 


differenz v 
-mm . 


1 


1 




2 




1 


3 


1 




4 




10 


5 




12 


6 







7 




1 


8 







9 




15 


10 




9 




2 


48 



[abs. v] = 50 



n 



Beide Beobachtungsreihen zeigen denselben Betrag für 
[abs. v] und daher denselben durchschnittlichen Fehler d. Trotz- 
dem sind die dadurch ausgeführten Höhenbestimmungen durch- 
aus nicht gleich zuverlässig. Schon der Umstand, daß die 
ZdJol der positiven Abweichungen v in der zweiten Reihe gegen- 
über derjenigen der negativen erheblich verschieden ist, wider- 
spricht ihrer Eigenschaft als zufällige Fehler und weist auf 
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die Einwirkung grober oder regelmäßiger Fehler hin, die sich 
möglicherweise bis auf den schließlich festgestellten Betrag 
gegenseitig aufgehoben haben können. 

Noch mehr aber spricht die absolute Größe der Ab- 
schlußdifferenzen gegen die Gleichwertigkeit der beiden 
Gruppen von Messungen. Jede dieser Diiferenzen setzt sidi 
nämlich zusammen aus einer Reihe von in ihrer Ursache und 
Wirkung teilweise unbekannten Fehlerelementen, die sich teils 
addieren, teils gegenseitig aufheben. Die Abschlußdifferenz 
ist nur ihr in die Erscheinung tretender Eest. Ist dieser 
Rest in den einzelnen Beobachtungsfällen sehr yerschieden, so 
beweist dies, daß die Fehlerelemente selbst verhältnismäßig 
groß sind, so daß einige von ihnen, welche ausnahmsweise der 
Regel widersprechen, gleich wahrscheinlich positiv wie negativ 
zu sein, hinreichen, das Beobachtungsresultat und die Abschluß- 
differenz merklich zu beeinflussen. Das zufällige, eben hieraus 
erklärliche Vorkommen einiger auffallend kleiner Abschluß- 
differenzen ändert an der Tatsache der geringen Zuverlässig- 
keit ebensowenig, als etwa einige zufäl%e ifemschüsse den- 
jenigen zum hervorragenden Schützen stempeln, der mit anderen 
seiner Schüsse nicht einmal die Scheibe trifft. Wird ja auch 
nicht derjenige Mensch als der brauchbarere von zweien an- 
gesehen, der zwar im Falle zufallig glücklicher Disposition 
einmal eine ganz hervorragende Leistung hervorbringt, aber 
zwischenherein, vielleicht gerade wenn man ihn nötig braucht, 
versagt! 

Sollen aber nach dem Ausgeführten die Beobachtungs- 
fehler V in dem Sinne gewertet werden, daß größere Fehler 
progressiv wachsend in die Wagschale fallen, so bleibt nichts 
übrig, als irgend eine Potenz von ihnen in Vergleich zu 
ziehen. Dabei hat eine Potenz mit geradem Exponenten 
noch den Vorzug, das lästige Vorzeichen des Fehlerbetrages v 
auf natürliche Weise zum Verschwinden zu bringen. Die 
Frage, welche gerade Potenz der v gewählt werden soll, be- 
antwortet sich aus der Eigenschaft der Fehler als Natur- 
erscheinungen, die gewissen (uns zunächst unbekannten) Ge- 
setzen unterworfen sind : Im Zweifelsfalle ist die einfachste Form 
die richtige, sofern sie anderen, bereits festgestellten G^etzen 

[im vorliegenden Falle (1): [algeb. t;J = und (2): L = ^\ 

nicht widerspricht. 

2* 
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20 Einleitung. 

Unter letzterer Voraussetzung und an Stelle der als 
unrichtig erkannten Annahme [abs. v] = Min. setzen wir 
jetzt für die "Wertung der erreichten Beobach- 
tungsgenauigkeit sowohl, als für die Auswahl des 
wahrscheinlichsten Wertes der Beobachtungsgröße Z/ 
die Bedingung 
(4) [v v] = Min. 

Ob diese Bedingung den für gleich genaue Beobach- 
tungen einleitend bewiesenen, oben angegebenen Gesetzen 
(1) und (2) nicht widerspricht, untersuchen wir wie folgt: 

Behaftet mau die , 

an den Beobach< 

tungswertenian 
zubringenden 
Verbesserungs- 

beträ^e v mit al 

gebraischen Vor- < 

zeichen, so ist 

allgemein gültig, 
welcher Wert 

auch für L ge- 
wählt werden 
möge : 

Soll nun der wahrscheinlichste Wert L so ausgewählt 
werden, daß [vv] = Min., wobei also L die einzige Ver- 
änderliche der rechten Seite ist, so muß sein 

d[vv] 



v,==L-l, also vl = L' — 2Lli + ll 



[o] = nL-[l] [üv] = nL^ — 2L[1] + [ll]. 



oder 



woraus 



dL -2nZ-2M = 
2n ~ « ' 



n 



in Übereinstimmung mit Gleichungen (2)und(l). 

Die Gleichung (4) bildet die grundlegende 

Bedingung für die gesamte Ausgleichungsrech- 
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n u n g. Nach ihr erhielt letztere die Bezeichnung „Methode 
der kleinsten Quadrate" (besser: Methode der kleinsten 
Quadratsumme). Sie läßt, wie Grleichung (1), eine be- 
merkenswerte mechanische Deutung zu. Denkt man sich 
nSmlich die Beobachtungswerte / (wie in Fig. 1) als Or- 
dinaten aufgetragen, so stellen deren Abweichungen v 
vom Mittelwert L die Ordinaten ihrer Endpunkte vor in 
bezug auf die durch den Endpunkt dieses Mittelwertes 
parallel zur Abszisse gezogene Achse. Beti^achtet man 
diese Ordinaten endpunkte als Massenpunkte, denen ver- 
möge der gleichen Beobachtungsgenauigkeit je dasselbe 
Gewicht 1 zukommt, und denkt sich die Gewichte in 
ihnen angreifend und parallel zur Achse wirkend, so be- 
deutet [v] die Summe der statischen Momente für Drehung 
um den Endpunkt des Mittelwertes L , und (1) [v] = 
das vorhandene Gleichgewicht, [vv] stellt das axiale 
Trägheitsmoment für die durch den genannten End- 
punkt gehende Achse vor, und (4) [vv] = Min. be- 
deutet wie (1) [f] = 0, daß dieser Endpunkt des 
Mittelwertes L den Schwerpunkt des Systems 
gleich gewichtiger Massenpunkte vorstellt; ganz 
in Übereinstimmung mit unserem praktischen Gefühl. 

Zum Schluß möge noch untersucht werden, welche Werte 
die Summen der Quadrate der Abschlußdiiferenzen in beiden 
Beobachtungsreihen (s. S. 18) annehmen. 

Die erste Reihe liefert: 

16 + 25 + 36 + 25 + 25 + 25 + 25 + 36 + 25 + 16 = 254 . 

Die zweite Reihe liefert: 

1 -f- 1 + 1 + 100 + 144 + + 1 + + 225 + 81 = 554 . 

Es ist also, wie vorauszusehen war, die Summe der 
Fehlerquadrate in der zweiten Reihe größer, die Beobach- 
tungsgenauigkeit geringer als in der ersten. 
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22 Einleitung. 

Einteilung der Ausgleichungsaufgaben. 

In den §§2 und 3 sind zwei AufgabenfäUe angedeutet 
worden, deren erster durch die Bedingung, daß die Smnme 
der an den einzelnen Messiuigsresultaten anzubringenden 
Verbesserungen gleich sein soll, ([v] = 0), eindeutig ge- 
löst werden konnte, während dieser Bedingung im zweiten 
Falle eine unendlich große Zahl von Lösungen entsprach. 
Dies zeigt, daß beide Fälle prinzipielle Yerschiedenheiten 
aufweisen müssen. In der Tat hat es sich im ersten um 
die Auswahl eines bestmöglichen Wertes für die direkt 
und mehrfach beobachtete Größe L gehandelt, während 
im zweiten Falle andere, zu ihr in Beziehung stehende 
Größen beobachtet wurden, durch deren Vermittlung 
die gesuchte Multiplikationskonstante x erschlossen 
werden mußte. 

Im ersten Falle handelte es sich um die Ausglei- 
chung direkter Beobachtungen, im zweiten um die 
Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen. 

Es ist auch möglich, daß zwar die mehrfach beobach- 
teten Größen selbst gesucht, daß sie aber unter sich 
nicht unabhängig sind, sondern streng zu erfüllenden Be- 
dingungen unterliegen (Winkel im Dreieck usw.). In 
diesem Falle spricht man von der Ausgleichung be- 
dingter direkter Beobachtungen. Endlich können 
die direkt beobachteten Größen zur Bestimmung anderer 
Größen dienen, die aber ihrerseits gewisse Bedingungen 
erfüllen müssen (z. B. Einschaltung eines durch Winkel- 
beobachtung bestimmten Dreiecknetzes in ein als fehler- 
frei anzunehmendes Netz höherer Ordnung) : man hat den 
Fall der Ausgleichung bedingter, vermittelnder Be- 
obachtungen. Für jeden dieser Aufgabenfälle wird ein 
besonderer Gang der Lösung aufzustellen sein, der ge- 

Digitized by VjOOQ IC 
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rade für ihn zweckmäßig ist. Doch ist diese Unterscheidung 
keinesw^s so scharf, daß sich nicht auf spezielle Aufgaben 
sowohl die eine als die andere Lösung anwenden ließe. 
Die Ausgleichung selbst kann auf rein rechneri- 
schem Wege durchgeführt, oder durch graphische Dar- 
stellung unterstützt werden. Das erstere Verfahren hat 
den Vorzug größerer Grenauigkeit, das letztere denjenigen 
größ^^r Übersichtlichkeit und des Erkennenlassens 
etwaiger bei der Beobachtung uoterlaufener grober 
Fehler vor Abschluß der Ausgleichung. 



I. Abschnitt. 
Ausgleichung direkter Beobachtungen. 



1. Kapitel. 

Direkte Beobachtongeii Ton gleicher Genauigkeit. 

§ 4. Untersnchnng der einer Einzelbeobachtnng inne- 
wohnenden Genauigkeit. 

Die wichtigste Aufgabe der Ausgleichungsrechnung: 
Feststellung des wahrscheinlichsten Wertes der Be- 
obachtungsgroße, haben wir für den Fall gleich genauer, 
direkter Beobachtungen gelöst. Yon Interesse, namentlich 
im Hinblick auf die Auswahl möglichst zweckmäßiger 
Beobachtungsmethoden ist nun noch ein Einblick in die 
bei der Einzelbeobachtung erreichte Genauigkeit. "Wir 
haben zu diesem Zwecke schon auf S. 1 7 die durchschnitt- 
liche Abweichung d der Beobachtungen vom wahren 
Sollwert der beobachteten Größe berechnet. Wir haben 
aber dabei erkannt, daß dieser Durchschnittsbetrag d einen 
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Maßstab für die erreichte Genauigkeit der Einzelmessung 
nicht abzugeben vermag, weil Beobachtungsreihen von 
ganz verschiedener Zuverlässigkeit identische Werte für d 
ergaben. 

Um die größeren Abweichungsbeträge v stärker in die 
Wagschale zu werfen, haben wir statt ihrer selbst eine 
Potenz von ihnen verglichen und hierfür die zweite 
Potenz gewählt Wir haben schließlich für die richtige 
Auswahl des wahrscheinlichsten Wertes der Beobachtungs- 
größe die Bedingung festgesetzt: [vv\ — Min. Diese zum 
Miniraum zu machenrle Quadratsumme der Abweichungen v 
kann nämlich aus dreierlei Ursachen heraus einen großen 
Betrag erreichen: 1. durch unzweckmäßige Auswahl des 
End wertes L aus den Beobach tun gs werten /, 2. durch, 
felüerhafte Beobachtungen / und 3. diu-ch große Anzahl n 
der Beobachtungen Z, also der Abweichungen v, Wm-de L 
nach Gleichung (2) gewählt, so ist [vv\ — Min., also ein 
kleinerer Wert [vv] durch andere Auswahl von L nicht 
zu erreichen. Dann ist der Wert von [v v] lediglich noch 
abhängig von der Beobachtungsgenauigkeit imd von der 
Zahl n der Beobachtungen. Da die Genauigkeit jeder Einzel- 
beobachtung von deren Zahl unabhängig ist, so ist zu ihrer 
Erkenntnis die Quadratsumme [vv] durch Division mit 
der Wiederholungszahl n auf das Quadrat des Fehlers 
einer Beobachtung zurückzuführen, und man erhält unter 
der Voraussetzung, daß die Abweichungen v^, 
wahre Beobachtungsfehler vorstellen, als Maßstab für 
die im Mittel bei einer Beobachtung erreichte Genauigkeit: 

KM 



m^ 



(5a) 



+-]/K^ 



] ^ j mittlerer Fehler einer 
Beobachtung. 
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Die Voraussetzung, daß wir es mit wahren Beobach- 
tungsfehlem zu tun haben, trifft in denjenigen Fällen zu, 
in denen der Sollwert der Beobachtungsgröße zum voraus be- 
kannt ist (Winkelsumme im Dreieck oder im Vieleck ; Summe 
der Projektionen der Seiten eines geschlossenen Polygons auf 
eine beliebige Achse; Summe der Höhenunterschiede einer 
Nivellementsschleife, bei welcher an identischem Punkt an- und 
abgeschlossen wurde usw.). 

So liefert das hierb ergehörige Beispiel S. 18 und 21 

als mittleren Fehler einer Beobachtung der ersten Reihe 



n, = ±|/^ = ± 5,04 mm , 



als mittleren Fehler einer Beobachtung der zweiten Reihe 
/554 



±1' 



^^ —±7,45 mm. 



Der Vergleich mit dem durchschnittlichen Fehler d = b mm 
(s. S. 18) zeigt nebenbei, daß der mittlere Fehler nicht bloß 
ein gerechterer, sondern auch ein strengerer Richter ist, als 
der durchschnittliche Fehler. 

Ist der "Wert der Beobachtiingsgröße Dicht zum voraus 
bekannt, muß er vielmehr erst aus einer endlichen Zahl 
von Beobachtungen nach Gleichung (2) erschlossen wer- 
den, so ist er selbst nicht fehlerfi-ei, also sind es auch 
nicht die aus ihm abgeleiteten Verbesserungsbeträge v 
der Beobachtungswerte l. 

Möge der nach Gleichung (2) berechnete Mittelwert L 
um den nach Vorzeichen und Größe unbekannten Be- 
trag 4-ilf unrichtig sein, so daß sein wahrer (aber 
unzugänglicher) Wert = L -\- M ist, möge ferner die 
unzugängliche, wahre Abweichung jedes einzelnen Be- 
obachtungswertes / von ihm mit t?„, , die uns zugängliche 
Abweichung vom Mittelwert L mit v bezeichnet werden, 
so ist 
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vJ^ = {L + M)-l, = L-l, + M=v, + M 

Kv^] =[vv] + nM^+2M[v] 

und, da nach Gleichung (1) [v] = , 
(6) [v„.v,,] = [vv] + nM^. 

Jedes der drei Glieder ist als Summe quadratischer 
Einzelsumnianden positiv, folglich [v^, v^p] > [vv]. 

Hieraus geht hervor: Treten an Stelle der wahren Ab- 
weichungen v,o in Gleichung (5a) die wahrscheinlichen 
Abweichungen v, so wird dadurch der Zähler [vv] 
kleiner, also muß dies beim Nenner n im gleichen Ver- 
hältnis der Fall sein. Die Bestimmung des Reduktions- 
verhältnisses ist aber einwandfrei jetzt noch nicht mög- 
lich, weil wir den Fehler M des Mittelwertes L der Be- 
obachtungsgröße [s. Gleichung (6)] noch nicht berechnen 
können. Immerhin können wir jetzt schon erkennen, daß 
der an Stelle von n in (5 a) tretende Nenner so beschaffen 
sein muß, daß er: 1. im Falle mangelnder Überbestim- 
mung, d. h. wenn nur eine Beobachtung l vorhanden ist, 
für die dabei erreichte Genauigkeit einen unbestimmten 
"Wert liefert, weil diese hieraus überhaupt nicht erschlossen 
werden kann; 2. im Falle vorhandener Überbestimmung 
gegen die Wiederholungszahl n konvergiert, wie der Aus- 
druck [vv] gegen [Vm^^ic] • Beides trifft zu für den Nen- 
ner n — 1 . 

Denn im Falle einer einzigen Beobachtung wird die 
Abweichung v ihres Resultates vom Mittelwert L, gleich , 
ebenso der Nenner n — 1 = , folglich 

m* = -^^ — ^ = — = unbestimmt, 
n — 1 

Digitized by VjOOQ IC 



(5b) 



»n^ = 



l/ b^l 
~f w — 1 



§ 4. Genauigkeit einer Einzelbeobachtung. 27 

Im Falle einer sehr großen Zahl n von Beobachtungen 
nähert sich L dem wahren Wert, v der wahren Abwei- 
chung v„ , ?* — 1 der Wiederholungszahl n , folglich 

[t;t;] Kt;J 

W* = oo , 

n — 1 n 

Wir setzen daher vorbehaltlich später zu erbringenden 
Beweises (s. S. 35) unter Ersetzung der wahren, unzugäng- 
lichen Abweichung v^c durch die zugängliche Abweichung v 
einer Beobachtimg / vom wahrscheinlichen Wert L 

[vv] 

mittlerer Fehler einer 
Beobachtung. 

Satz. Das Quadrat des mittleren Fehlers 
einer Beobachtung ist gleich der Summe der 
Quadrate ihrer Abweichungen je vom Mittelwert, 
dividiert durch die Zahl der überschüssigen Be- 
obachtungen. 

Aus den Fehlergleichungen S. 14 und 20 

v = L^l oder L = Z + v 

erkennen wir, daß die Abweichungen v Größen gleicher 
Art und Gattung vorstellen, wie die Beobachtungsgrößen / , 
sie bedeuten Yerbesserungszuschläge zu den Beobach- 
tungswerten l , welche nötig sind, ima diese in den Mittel- 
wert L überzuführen. Als benannte Größen lassen sie 
sich aber weder quadrieren noch differenzieren, wie dies 
S. 20, 25 und 26 geschah! 

Den hierin liegenden Widerspruch überwinden wir, 
indem wir jedes v mittels Division durch seine eigene 
Maßeinheit auf eine unbenannte Zahl zurückführen, ohne 
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28 Ausgleichung direkter Beobachtungen. 

dabei an der absoluten ZahlengröÄe etwas zu ändern. 
Zum Schlüsse führen wir dann für den mittleren Fehler 7n 
die der Verbesserung v geraubte Benenmmg wieder ein. 

§ 5. Praktische Ansrechnung des Mittelwertes L und 

der Snmme der Fehlerqaadrate [v v] ans den Beobach- 

tUDgswerten l. 

Sind die Beobachtungswerte l durch große Zahlen, 
oder gar durch Benennungen ausgedrückt, deren Be- 
ziehung nicht dezimal ist (z. B. Winkel in alter, sexa- 
gesimaler Teilung), so wird die Ausrechnung des Mittel- 

m 

wertes L nach Formel (2) L = ^^ sehr schwerfällig. 

n 

Führen wir dagegen einen dem Mittelwert L sich mög- 
lichst anschmiegenden Näherungswert N ein und be- 
zeichnen die an diesem anzubringenden kleinen Zuschläge 
mit V, so daß 

Beobachtungswert h^ N-{-v^ 



so wird 


[l] = n.N+[v], 


(7) 


n n 



Zur Berechnung des mittleren Fehlers fu einer Be- 
obachtung brauchen wir nach Gleichung (5 b) die Summe 
[vv] der Fehlerquadrate, welche wir durch Quadrierung 
der Verbesserungszuschläge v = L — / [s. Gleichung (1)] 
erhalten. Um die Fehlerquadratsumme direkt zu finden, 
setzen wir 
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§ 5. Praktische Ausrechnung des Mittelwertes L usw. 29 
t?i = I, — Ij; i;; = L' — 2iZi + Zj 



• [i;v]=wl,2 — 2X[q + [iq 
und durch Einsetzung von 



n 



[,,] = ^a!+py. 



Diese Gleichung ist praktisch nicht verwertbar. Da- 
gegen können wir sie verbinden mit der zur Ableitung 
von (7) ver\^^endeten Gleichung v = 1 — N, Aus dieser 
kommt 



W 
Durch Einsetzung von \ll\ =[vv]-\-^^^ 



vv 



und L = 

n 

kommt 

[vv] = [vv]-\-nL^ — '2,N'nL-{-nN^=[vv] + n(L — Ny 

oder 

|ft;v] = [vv] — w(L— JV^)2 und unter Beachtimgvon(7) 

Damit läßt sich der mittlere Fehler einer Beobachtung 
ohne vorgängige Ausrechnung der einzelnen Beobach- 
tungsfehler v, ja sogar ohne Berechnung des Mittel- 
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30 Ausgleichung direkter Beobachtungen. 

wertes L der Beobachtungsgröße gewinnen. Gleichung (8) 
zeigt in Übereinstimmung mit (4), daß f (Ir L ^ N unter 
allen umständen [v v] > [vv], 

§ 6. Mittlerer Fehler M des Mittelwertes L ans 
n gleich genauen Beobachtungen 2. 

Wir haben schon S. 26 das Bedürfnis empfunden, 
einen Einblick in die Genauigkeit des Mittelwertes 

\n 

(2) L = -^^ zu erlangen. Auch praktisch ist es oft wich- 
n 

tiger, die Genauigkeit des schließlichen End wertes L, als 

diejenige der einzelnen Beobachtungswerte / zu kennen. 

Um hierüber Klarheit zu erhalten, ziehen wir in (2) den 

Suramenzähler [l\ auseinander und schreiben 

11 L 

L = ^ + ^ + '" + --. 
n ' n ^ ' w 

Wir erkennen dann, daß von jedem Beobachtimgs- 
wert / der n-te Teil in den schließlichen Mittelwert L 
übergeht, der sich derart aus n Teilen zusammensetzt. 
Unsere Aufgabe besteht daher jetzt darin, zu ergründen : 

1. Welcher Teil des mittleren Fehlers m einer Beobach- 

l 
tung l der Größe L geht auf den Anteil — über? 

2. Wie pflanzen sich die Fehler der Einzelgrößen — auf 
deren Summe fort? ^ 

Die Frage 1, fassen wir allgemeiner wie folgt: Wie 
groß ist der mittlere Fehler einer Bestimmung eines Viel- 
fachen a • l der Beobachtungsgroße L , wenn der mittlere 
Fehler m einer Beobachtung / bekannt imd a ein fehler- 
freier Faktor ist? Wir werden in § 12 die Fortpflanzung 
von Beobachtungsfehlem auf beliebige Funktionen der 
Beobachtungsgrößen allgemein behandeln. Hier wollen 
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§ 6. Mittlerer Fehler M des Mittelwertes L usw. 31 

wir vorläufig durch Überlegung an einem speziellen Bei- 
spiele uns Klarheit verschaffen: 

Das Gewicht a • L eines Wagens Kohle ist zu be- 
stimmen aus der Anzahl a darauf geschütteter gefüllter 
Körbe und aus dem durch w- fache Wägung Zj , 4 • • • &®" 
fimdenen mittleren Nettogewicht L einer solchen Korb- 
füUimg, wo 

L = /,+t;,=Z, + t;, + = ... = -a und M=0. 

Würde man den ersten Beobachtungswert l^ des 
Nettogewichtes jener Korbfüllung der Bestimmung des 
Gesamtgewichtes aL zugrunde legen, so erhielte man 
gleichsam als dessen ersten Beobachtungswert: a • /j , 

würde man den zweiten Beobachtungswert l^ seines 
Nettogewichtes der Bildung von aL zugrunde legen, 
so erhielte man als dessen zweiten Beobachtungs- 
wert: a- ^, 

würde man den w-ten Beobachtungswert /», jenes 
Nettogewichtes der Bildung von aL zugrunde legen, 
so erhielte man als dessen w-ten Beobachtungs- 
wert: a • /„ . 

Aus allen diesen n Bestimmungen des Gesamtgewichtes 
ergäbe sich als dessen endgültiger, bestmöglicher Mittel- 
wert: al^ + ak^ Valn M 

a 1j = = a • — . 

n n 

Bezeichnet man die Abweichimg einer derartigen Be- 
stimmung a • / vom Mittelwert aL mit F, so wird: 

T^ = aL — al^ = a(L — /j) = a • v^ 

Vt = aL — al^ = a{L — l^) = a'V^ 

y^ = aL-a Z,^= a(Z — /J = a . v^^ 



[7] = [a.r] = a[i;] = und [F7] = a«[t;v]. 
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32 Ausgleichung direkter Beobachtungen. 

Nach GleichuDg (5 b) wird demnach der mittlere Fehler 
einer Bestimmung der Größe aL: 



(9) 






Die Frage 2. fassen wir ebenfalls allgemeiner wie 
folgt: Wie groß ist der mittlere Fehler der Größe 

Z = A + Z, + ... + L„, 

wenn die mittleren Fehler w/,^ , wi/,^ . . . der Summan- 
den I/j^ , Z/2 . . . bekannt sind? 

Die Art der Größenbestimmung selbst unterscheidet 
sich von der vorigen dadurch, daß dort der wahrschein- 
lichste Wert L eines, aber nur dieses einzigen Teiles 
der Beobachtungsgröße (durch beliebig oft wiederholte 
Beobachtung) ein für allemal gemessen wurde. Die ge- 
suchte Größe wurde dann dimjh Multiplikation dieses 
Wertes mit einem (fehlerfreien) Faktor a gewonnen, wäh- 
rend hier für jeden einzelnen der n Teile je in w;-facher 
Wiederholung sowohl dessen Mittelwert Z, als der mittlere 
Fehler m einer Beobachtung ermittelt wird. Angewandt 
auf das vorige Beispiel wird jetzt jeder einzelne Korb 
Kohlen, der auf den Wagen auf- oder von ihm abgeladen 
wurde, w-mdX gewogen und hieraus gleichzeitig der mitt- 
lere Fehler einer Wägimg jedes Korbes bestimmt. 

Für das auf dem Wagen schließlich vorhandene 
Quantum Kohlen hat man daher ebenso viele (nämlich w) 
Wägimgen, als für jeden der n auf- oder abgeladenen Körbe 
ausgeführt wurden. Bezeichnet man die Ordnungszahlen 

/ 

\ w Wägungen mit Akzenten j ' 
Quantum die 



, n Körbe mit Indices \ ,. ^ . r« ,. 

der < „^. .^ ,, ^ ?j so hefert für dieses 
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§ 6. Mittlerer Fehler M des Mittelwertes L usw. 33 

1-te Wäg^uDgr jedes Korbes das Gewicht L' = l\ + * * * i ^« 
2-te „ „ „ „ „ Z'' = /;' + . .. + /;' 

t<^-te „ „ „ „ „ ■^~ = K±'"±K ' 

Daraus ergibt sich nach Gleichling (2) das wahrschein- 
lichste Gesamtgewicht zu 

■^ = ~ = -^1 ± ^2 d: • • • + -^w 1 

wenn L^ , Z/g • • • J® ^^ Mittel ans den w verschiedenen 
Wägungsergebnisssen des 1-ten, 2-ten . . . Korbes vor- 
stellen. 

Bezeichnet man die an den einzelnen Wägungen 
jedes Korbes anzubringenden Verbesserungen, w^elche 
nötig sind, um die w Wägungsresultate des gesamten Quan- 
tums einander gleich, d. h. L' = L''' =•••== L- = L 
zu machen, unter Beibehaltung der Akzente und Indices 
mit v^ so liefert als Gesamtgewicht des Wagens die 

1 -te Wä^ung jedes d. Körbe ^ = Ä + ^5 ) ± * • • ± Ä + «4) 
2-te „ . „ „ „ X = (/r + ^'iO±---±ft' + <) 

w?-te „ „ „ „ X = (;f + yf)±...+(/^ + v^). 

-< n Körbe ► 

Hieraus ergibt sich als Yerbesserungszuschlag für 
die 1-te, 2-te ... z<;-te Wägung des Gesamtquantums 
aus der 

1 -ten Wägung jedes Korbes L — V =Y' = vj + ' * ' i ^« 
2-ten „ „ „ L—L'' = y^' = v'^±"*±v'i 

w-ten „ „ „ Z — Z-=F- = v- + ...-f v- . 
Weitbrecht, Ausgleichungsrechnung. 3 
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34 Ausgleichung direkter Beobachtungen. 

Gleichzeitig haben wir aber nach Gleichung (1) für 
die Abweichungen v der w verscliiedenen Wägungsergeb- 
nisse eines und desselben Korbes je vom Mittelwerte: 

[Wäg.- Verbesserungen d, I.Korbes] = vj H h «^ = [«'J = 

„2. „ =t/^+... + tf = [t;J = 

woraus 

[y] = [vi] + M + '" + K] = o, 

analog Gleichung (1). 

Nach Gleichung (5 b) haben wir endlich als Quadrat 
des mittleren Fehlers einer Wägung 

des 1-ten Korbes ml = = — 

'1 w — 1 u? — 1 

" ^-*«'' " '»^-.= ;?:=T = ^ia^ 



und analog als mittleren Fehler einer Wägung des ganzen 
Wagens 



%±/>8±---±x» 



-±rs 



= +l/[!ll±M 



;] + --- + K]±2t^;^;±--- + 2t^_,t;^ 



m;— 1 

Entsprechend der Eigenschaft der v als zufälliger 
Fehler und der Gleichung [F] == [t?^] + • • • = sind 
die einzelnen Summanden von der Form 2vrVr+i im 
Zähler des Radikanten im Gegensatz zu den quadratischen 
Summanden gleich wahrscheinlich positiv, wie negativ» 
Ihre algebraische Summe tritt also gegenüber derjenigen 
der quadratischen Summanden um so mehr zurück, alß 
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§ 6. Mittlerer Fehler M des Mittelwertes L usw. 35 

sie überdies als Produjrte ungleicher Faktoren durch- 
schnittlieh kleiner sind, als letztere. , v 

Trotzdem die Zahl dieser doppelten Produkte = w? 1 ^ ) , 

also (n — l)-mal größer ist, als die Zahl w • n der qua- 
dratischen Summanden, läßt sich demnach ihre Summe 
gegeDüber deijenigen der letzteren vernachlässigen, so 
daß wir erhalten: 



-]' W — \^ W—l^ ^w — 1 

CO ±-^m\ + ml^-\ h mi^ . 

Nun kehren wir zur eigentlichen Aufgabe des § 6 zu- 
rück. Gleichung (9) zeigt, daß, wenn einer Bestimmung 
der Größe L der mittlere Fehler m zukommt, auf die durch 
Multiplikation erlangte a- fache Größe auch der a- fache 

1 TU 

Fehler, auf die — fache Größe also der Fehler — über- 

^* Ia k '^ In 

geht Demgemäß kommt jedem der Teile — , — , ... — , 

nun 

aus denen sich (s. S. 30) der Mittelwert L gerade so zu- 
sammensetzt, als ob jeder von ihnen nur einmal beobachtet 

m 
worden wäre, der mittlere Fehler — zu, und der Summe der 

n 

Teile, d. h. dem Resultat L aus n gleich genauen 

Beobachtungen / je vom mittleren Fehler m nach 

Gleichung (10) der mittlere Fehler: 



<">-'=±mv(vrH--(fr-±f,. 



3* 
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36 Ausgleichung^ direkter ißeobachtuugen. 

Die Gleichung (11) kann man sich durch folgende Über- 
legung plausibel machen. Die Genauigkeit des Resultates aus 
einer Reihe gleich genauer Beobachtungen kann nur abhängen 
von der Genauigkeit der Einzelbeobachtungen und von ihrer 
zur Mittelbildung verwendeten Anzahl. Kann man — etwa 
durch Wahl einer besseren Beobachtungs- 
^ »2^6: - Th-Adise, methode — den Fehler j eder Einzelbeobach- 

^' tung / reduzieren, so wird im gleichen Ver- 

hältnis auch der Fehler des Mittelwertes -L 
abnehmen. Ebenso läßt sich der letztere 
aber auch verringern durch Steigerung der 
Wiederholungszahl n . Nur wird die Wir- 
kung dieser' Genauigkeitssteigerung un- 
möglich proportional zur Wiederholungs- 
zahl sein können, weil der wahre Wert 
der Beobachtungsgröße, d. h. der Fehler 
für den Mittelwert erst durch oo viele 
Beobachtungswiederholungen erzielt wer- 
den könnte (s. S. 15). Denkt man sich die 
Zahl der Wiederholungen als Abszissen, 
die zugehörigen, im Mittelwert h noch 
zurückbleibenden Fehler als Ordinaten auf- 
getragen und die so er- 
haltenen Punkte durch 

^ -*■ y -M-Aäis^ eine stetige Linie yer- 

^fittLcTfT Fe?iler desMiUelmerts bunden, so muß, demnach 

rrt diese Linie sich der Ab- 

M^ y^ szissenachse asymptotisch 

nähern. Dies trifft zu für 

Fig. 8. m 

die Beziehung M^=-— 

fn 

(s. Fig. 3). Die langsame Abnahme von M im Falle auch 

erhebficher Steigerung der Wiederholungszahl über 2 oder 3 

hinaus zeigt,. daß es i. A. viel wirtschaftlicher ist, etwa 

wünschenswerte Genauigkeitssteigerung durch Verbesserung 

der Beobachtungsmethoden und -Instrumente, als ^urch 

Steigerung der Wiederholungszahl herbeizuführen. 

Setzen wir den gefundenen Ausdruck für den mittleren 
Fehler M des Mittelwertes L in Gleichung (6) S. 26 ein, so 
erhalten wir [v^^ i? J = [^ i;] _|_ ^2 
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§ 7. Q-rößter Betrag d. unvermeidlichen Beobachtungsfehlers. 3 7 

und durch Benutzung von Gleichung (5 a) 

n .m« = [v^^vj = [vv] + m^ , 
woraus 



■±ya 



in Übereinstimmung mit der S. 27 durch direkte Über- 
legung gewonnenen Gleichung (5 b). 

§ 7. Größter Betrag des unvermeidlichen Beobach- 
tnngsfehlers. 

Für viele praktische Aufgaben ist die Kenntnis des 
mittleren Fehlers von geringerer Bedeutung, als die- 
jenige des äußerstenfalls zu befürchtenden Maximal- 
fehlers. 

Sali z. B. eine bauliche Anlage (Brücke usw.) auf Grund 
voi^ängiger Messung konstruiert und zum Versetzen fertig 
hergerichtet werden, so darf der Fehler der Maßangabe ohne 
erhebliche Unzuträglichkeiten einen gewissen Maximalbetrag 
nicht überschreiten. Ebenso werden amtliche Genauigkeits- 
vorschriften da, wo solche im öffentlichen Verkehr nötig 
werden, die äußerstenfalls noch zulässige Abweichung 
des durch Messung oder Wägung usw. ermittelten Maßes eines 
Gegenstandes vom richtigen Betrag feststellen müssen. — 

In Übereinstimmung mit dem Bisherigen nehmen wir 
an, daß grobe Fehler durch entsprechende Sicherungs- 
maßregeln erkannt und aus den Beobachtungsresultaten aus- 
gemerzt sind, ehe die Weiterverarbeitung der letzteren 
beginnt. Diese enthalten also nur noch die aus mehr oder 
weniger Fehlerelementen sich zusammensetzenden unver- 
meidlichen Fehler. Die Fehlerelemente sind uns nun 
weder nach Ursache, noch nach Größe imd Vorzeichen im 
einzelnen sicher bekannt. Wir wissen von ihnen nur, daß sie 
gleich wahrscheinlich positiv, wie negativ; bald großer, bald 
kleiner sind, sich das eine Mal häufen, das andere Mal 
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38 Ausgleichung direkter Beobachtungen. 

ganz oder teilweise aufheben können. Der mittlere Fehler 
einer Beobachtung ist ihre im Mittel, d. h. unter Ausschluß 
der besonders günstigen imd der besoDders ungünstigen 
Fälle am Schlußresultat in die Erscheinung tretende Summe. 
Aber auch im ungflnstigsten Falle, in welchem die ein- 
zelnen Fehlerelemente ihren Maximalbetrag und dazu 
noch gleiches Vorzeichen erlangen, wird ihre Summe, 
d. h. die Abweichung irgend eines Beobachtungs- vom 
wahren oder vom Mittelwert ein gewisses Maß nicht über- 
schreiten, das abhängig ist einerseits von der möglichen 
Größe der Fehlerelemente, d. h. der Beobachtungsgenauig- 
keit bzw. dem mittleren Beobachtungsfehler*), und anderer- 
seits von der Zahl der Beobachtungs Wiederholungen. Dieses 
Maß ist der Maximalfehler einer Beobachtung. Ihn bei 
irgend einer der Beobachtungen einmal zu erreichen ist 
um so mehr Wahrscheinlichkeit vorhanden, je öfter die 
Beobachtung wiederholt wird. 

Durch nähere Untersuchung auf Grund der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung findet man, daß durch Häufung 
der unvermeidlichen Fehlerelemente der: 

1 fache mittl. Fehler m unter 3 Beob. wahrscheinl. Imal 

2 „ „ „ 2m „ 22 „ „ 1 „ 

3 ,, ., ., 3 m „ 368 ,, „ 1 „ 

4 ., ., „4m , 15800 „ „ 1 „ 

5 „ „ „5m „ 1750000 „ „ 1 „ 
überschritten wird. (Vgl. hierüber Koll, Methode d. kl. 
Quadr.; Jordan, Ausgleichungsrechnung u. a. a. 0.)**) 



*) Die mehrfache Messung z. B. einer Streckenlänge wird 
erheblich größere unvermeidliche Abweichungen gegenüber 
dem Mittelwert ergeben, wenn sie mittels optischer Distanz- 
messung, oder Abschreitens, oder gar Schätzens, als wenn sie 
normalerweise mit Meßgeräten erfolgte. 

**) Läßt man von einer und derselben Stelle einer schiefen 
Ebene aus auf ihr nach Größe und Gewicht gleiche Kugeln, 
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§ 7. Größter Betrag d. unvermeidlichen Beobachtungsfehlers. 3 9 

Benutzt man also, wie man zimieist genötigt ist, die 
Größe der auftretenden Beobachtungsdifferenz zur Ent^ 
Scheidung darüber, ob man es im einzelnen Falle mit 
einem groben (durch Nachbeobachtung auszumerzenden), 
oder mit einem unvermeidlichen (einteilbaren) Fehler zu 
tun hat, so läuft man Gefahr, ohne daß tatsächlich ein 
grober Fehler vorläge, der zur ISTachbeobachtung zwingt: 
unter je 3 Beob. 1 wiederholen zu müssen, wenn man 1 1» 

11 n ^^ 11 ■*■ n 11 11 "it 11 ■" *** 

11 11 368 „ 1 „ „ „ „ „ 3 »I» 

als äußerste Abweichung einer Beobachtung vom Mittel- 
wert noch zuläßt 

Die Annahme des dreifachen mittleren, als äußersten- 
falls zu tolerierenden Maximalfehlers einer Beobachtung: 
(12) i^Max = 3 m 

ist in der Yermessungspraxis allgemein. 

Sie zwingt im Laufe eines Jahres zur unverschuldeten 
■ Aufwendung einer Tagesarbeit für Nachmessungen, weil 
grobe Fehler da vermutet wurden, wo der durch unglück- 
liche Häufung der Fehlerelemente entstandene unver- 
meidliche den dreifachen mittleren Fehler zufälligerweise 
überschritt, läßt aber andererseits auch tatsächlich grobe 
Fehler bis zimi Betrage 3 m durchschlüpfen ! 

eine nach der anderen, abrollen, und bringt man, beliebig 
verteüt, Hindernisse (etwa in Form eingeschlagener Stiftchen) 
an, welche die abrollenden Körper vorübergehend ebenso vom 
richtigen Wege (der Linie des stärksten Gefälles) ablenken, 
wie die während der Beobachtung auftretenden Fehlerelemente 
das Messungsergebnis vom Ziele der Messung, dem wahren 
Werte der Beobachtungsgröße, so werden die Kugeln den 
Fuß der Ebene in verschiedenen Punkten erreichen. Größere 
Abweichungen vom mittleren Ort des Auftreffens werden aber, 
entsprechend den vorstehenden Zahlen, viel seltener sein als 
kleine. Eine gewisse, nur bei sehr vielen Kugeln einmal er- 
reichte Maximsdabweichung wird keine der Kugeln überschreiten. 



Digitized by VjOOQ IC 



40 Ausgleiclumg direkter Beobachtungen. 

2. Kapitel. 

Direkte Beobachtungen ypn yerseUedener 
Genauigkeit. 

§ 8. Wahrscheinlichster Wert einer Beobachtungs- 
größe ans einer Beihe verschieden genauer Beobach- 
tungen. Gewicht der Beobachtung. Gewichtseinheit. 

Wir haben in Gleichung (2) das einfache arithmetische 
Mittel als den wahrscheinlichsten Wert einer Beobach- 

m 

tungsgröße festgestellt: L = — , unter der Voraussetzung, 

daß den Beobachtungswerten l gleiche Genauigkeit inne- 
wohnt. Trifft diese Voraussetzimg nicht zu, d. h. ist ein 
Beobachtungswert einer schärferen Beobachljng ent- 
sprungen, als der andere, so wäre es eine unbillige Zu- 
rücksetzung des genaueren ersteren, wollte man dem letz- 
teren wahllos denselben Einfluß auf die Gestaltung des end- 
gültigen Resultates einräumen, wie ihm. Niemanden wiirde 
es z. B. einfallen, als wahrscheinlichsten Wert L für eine 
Streckenlänge das einfache arithmetische Mittel zweier 
Beobachtungswerte / einzuführen, deren einer mittels ge- 
nauer Meßgeräte und -Methoden, der andere durch bloßes 
Abschreiten erlangt wurde ! Dagegen verursacht die Frage, 
auf welche Weise der verschiedenen Zuverlässigkeit 
der Einzelbeobachtungen bei der Bildung des gemein- 
samen Endresultates Rechnimg getragen werden soll, 
zunächst noch Schwierigkeiten*). 

*) Diese Schwierigkeiten können dazu zwingen, vorüber- 
gehend, d. h. bis zu ihrer Überwindung, entweder auf die 
differentielle Behandlung verschieden genauer Beobachtungen, 
oder auf die Mitbenützung weniger zuverlässiger Beobach- 
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Der Unterschied m der GejQauigkeit der beobachteten 
Euiizelwerte kann verschiedenerlei Ursadien entspringen. 
Hat z. B. die mehrfache Beobachtung einer Größe L 

n^-mbl den Wert l^ 

Mj-mal „ „ l, 

ergeben, so ist ohne weiteres klar, daß nicht etwa 

x=^' + ^' + - + Sp), 

n ^ ' 

sondern nach Gleichung (2) zu setzen ist: 



(13a) 



L = 



th + n^-i h^n 



^ + ^2 H [-n,, [l] 

Den fehlerfreien Zahlen wert n , welcher im vorhegen- 
den Falle angibt, wie oft ein und derselbe Wert / bei 
mehrfacher Beobachtung einer gewissen Größe aufgetreten 
ist, nennt man das ihm zukommende ,, Gewicht". 

Es ist nun aber auch denkbar, daß die Werte l^ bz w. /g . • • 
nicht eigentliche Beobachtungswerte darstellen, sondern 
selbst wieder entstanden sind als Mittel aus w^ bzw. ^2 . . . , 
Beobachtungen von durchweg gleicher Genauigkeit, die 
man aus irgendwelchen Gründen (z. B. infolge zeitlicher 
Beobachtungsunterbrechung) gruppenweise zusammen- 
gefaßt hat. 

tungen bei der Bildung des Endergebnisses überhaupt zu 
verzichten. Dies geschieht z. B. in bezug auf eine viel- 
umstrittene, häufig mehr nach politischen, als sachlichen Er- 
wägungen beurteilte Frage: die des politischen Wahlrechtes 
(allgemeines, gleiches Wahlrecht, Ausschluß als inferior ge- 
haltener Personen vom Wahlrecht). 
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42 Ausgleichung direkter Beobachtungen. 

Bezeichnen wir sie zur Unterscheidung gegen vorhin 
diesmal mit ^, /''... und die zu ihrer Gewinmmg ver- 
wendeten Urbeobachtungen mit 

so daß nach Gleichung (2) gewonnen wurde 

Z' = i^ r = M...z« = i^ 

so könnten wir zur Bildung des Endwertes L die ursprüng- 
lichen Beobachtungswerte benützen, d. h. die bereits ge- 
mittelteu Werte V wieder auseinanderziehen. Gleichung (2) 
würde dann liefern: 

^_ ^l + ^^.+-- + ^:. + ^r+-' + ^; + -' + ^r + --+^. 
Wl + ^2 H h w„ 

_ [n + [n + --- + [^-] 

ni + Wj H h »*M 

Nun ist aber nach Gleichung (2) auch n^*V = \f\ usf., 
so daß der obige Bruch übergeht in 

(13b) ^ = _»h^VM^-"jM^ = M, 

^ + ^2 + • • • ^w \n\ 

wo Y die aus den Urbeobachtungen gewonnenen Zwischen- 
mittel und n die dazu jeweils verwendete Anzahl der 
ersteren vorstellen. 

Die Gleichimg (13 b) entspricht vollkommen der Glei- 
chung (13a) und zeigt, daß das jedem Einzelwert zu- 
kommende Gewicht n auch gedeutet werden kann als An- 
zahl der zu seiner Bildung verwendeten gleich genauen 
Urbeobachtungen. 

Der Wert h des endgültigen Mittels der Beobach- 
tungsgröße bleibt ferner unverändert, wenn man jedes 
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der Gewichte n mit einer konstanten Zahl q multipliziert, 
denn man hat: 

"" Wi + HgH ~ gn^^gn^-] [-gn^^ 

oder durch Einsetzimg von gn =p 

(13c). z- ^i^'+^2^"+'"+i>»^ ^ bn 

Bei den bisherigen Betrachtungen wurde angenommen, 
die Beobachtungen seien ursprünglich von gleicher Ge- 
nauigkeit und ihre in Gleichung (13 a) bis (13 c) einzu- 
führenden Beträge l bzw. V nur deshalb verschieden- 
wertig, weil sie als Extrakt aus einer verschieden großen 
Zahl von Urbeobachtungen gewönnen seien. Die Ge- 
richte ergaben sich in diesem Falle gleich, oder propor- 
tional den Rßpetitionszahlen. 

Entspringt die Verschiedenwertigkeit anderen Ur- 
sachen, z.B. der Verwendung verschieden genauer In- 
strumente oder Beobachtungsmethoden usw., so müssen 
die den einzelnen Beobachtungs werten l zukommenden 
Gewichte p erst erschlossen werden, etwa aus der ihnen 
innewohnenden Genauigkeit, d. h. ihrem irgendwie fest- 
gestellten mittleren Fehler m . Möge der mittlere Fehler m 
einer solchen Beobachtung l bekannt, derjenige einer — 
mit irgend einem Instrument, nach irgend einer Methode, 
oder vielleicht nur gedachten, überhaupt nicht ausge- 
führten — Normalbeobachtung = jüt festgesetzt sein, so 
kann man jeden der Beobachtungswerte l sich gewonnen 
denken als Mittel aus einer Anzahl p solcher Normal- 
beobachtungen, durch deren Zusammenfassung statt des 
Einheitsfehlers ju , für das Zwischenresidtat l^ . . . der 
mittlere Fehler m^ . . . erzielt wurde. Die hierfür nötige 
Zahl p von Normalbeobachtungen stellt vor: das 
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44 Ausgleichung direkter Beobacbtungen. 

Gewicht einer solchen wirklichen Beobachtung u^d 
ergibt sich nach Gleichung (11) aus 

fp 

zu 

(14a) p = ^. 

Die nach dem Vorstehenden eventuell nur gedachte 
(nicht wirklich ausgeführte) Normalbeobachtung heißt 
„Gewichtseinheit"; ihr mittlerer Fehler^ „mittlerer 
Fehler der Gewichtseinheit". Damit geht die Glei- 
chung (13 b) bzw. (13 c) über in 

/^2 /^2 /^2 

r n — 2 ^1 "I 2 ^2 + • • • H 2 ^n 



(13d)< 



— 2 ^1 ~l 2 ^2 + • • • H 2 ^»» 

9 I ö" I • • • I ö" 



mm 
~1~ 



mm 



Das Verschwinden von /u aus der Gleichung (13 d) 
sagt: Das Resultat L einer Beobachtungsreihe 
wird durch veränderte Annahme der Gewichts- 
einheit nicht geändert. 

Sind endlich die Beobachtungen / nicht bloß mit ver- 
schieden großen mittleren Felüern m behaftet, sondern die 
in (13 d) einzuführenden Werte / selbst wieder je aus einer 
veränderlichen Zahl 7i solcher Beobachtungen gemittelt, 
so wächst ihr Gewicht entsprechend Gleichung (13 a) pro- 
portional dieser Wiederholungszahl und es ist allgemein : 
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§ 8. Wahrscheinlichster Wert e. Beobachtungsgröße usw. 45 

das G-ewicht p des aus n-facher, je mit dem 
mittleren Fehler m behafteter Wiederholung erschlossenen 
Beobachtungswertes 

(14) p = 



•/^^ 



der wahrscheinlichste Wert, das „allgemeine arith- 
metische , Mittel" aus einer Reihe verschieden 
genauer Beobachtungen 

(13) r [pn 



L = 



VI' 



[p] 






Aus (14 a) ergibt sich für das Verhältnis der Gewichte 
zweier, aus gleich oftmaliger Wiederholung ungleich ge- 
nauer Beobachtung entsprungener Beobachtungswerte /^ 
und /g , denen bzw. die mittleren Fehler yn^ und mg zu- 
kommen: 






Pi:P2 = '^2'^i 



(15) 



m, 



m, = y>2 • iPi ) 



d. h. die mittleren Fehler verhalten sich um- 
gekehrt, wie ihre Gewichtswurzeln. 

Die Gleichung (13) läßt eine schöne Deutung aus 
dem Gebiete der Mechanik zu: Denkt man sich (tie 
Beobachtungswerte / als Ordinaten zu einer be- 
liebigen Abszisse aufgetragen und die End- 
pu'nkte je mit dem Gewicht p der zugehörigen 
Beobachtung behaftet, so bezeichnet das eiid- 



Digitized by VjOOQ IC 



46 Ausgleichung direkter Beobachtungen. 

gültige Mittel L die Ordinate des Schwerpunktes 
des so gewonnenen Systems von Massenpunkten, 
weil die Summe der statischen Momente ist 

§ 9. Eigenschaften des allgemeinen arithmetischen 
Mittels. 

Wir haben in Gleichung (13) für den endgültigen 
Wert L aus einer Reihe verschieden genauer Beobach- 
tungen /, denen die Gewichte p zukommen, ermittelt: 

j [pi] 

Rückwärts können wir jetzt die Verbesserungen (Zu- 
schläge) V berechnen, welche an den einzelnen Be- 
obachtungswerten / anzubringen sind, um sie zum Mittel- 
wert zu ergänzen: 

analog Vg = L — l^ , 

Hieraus erhalten wir 

(16) PiV^+P2V2-\ \-PnVu = [pv\^Llj)]-[j)l\ 

wegen Gleichung (13) =0 » 

übereinstimmend mit Gleichung (1), ^opi=p2 = • • • =Pn= 1 
und [v] = war. Gleichung (16) liefert eine wertvolle 
Rechenprobe für die richtige Bildung des Mittelwertes L . 
Sie zeigt aber auch eine schöne Analogie mit der Statik 
(Kräftepolygon). 
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§9. Eigenschafben des allgemeinen arithmetischen Mittels. 47 

Wir haben schon im vorigen Paragraphen aus der 
Gleichung [j)]L — [p[] = erkannt, daß der endgültige 
Mittelwert L die Ordinate des Schwerpunktes vor- 
stellt, eines Systems von Massenpunkten (nämlich der 
Endpunkte der Ordinaten Z), wenn man jeden von ihnen 
mit dem der betreffenden Beobachtung / zugehörigen Ge- 
wichte p behaftet Die Abstände der einzelnen Massen- 
punkte von der durch den Schwerpunkt gezogenen 
Parallelen zur a?- Achse sind dann L — l = v und es 
muß sein — als Eigenschaft des Schwerpunktes — das 
Trägheitsmoment in bezug auf diese Parallele 
(17) ^[pvv] = Min. 

Zur Probe bilden wir 

also 

Pi ^i Vi =Pi i* — 2i>i Ll^+p^tl 

Pn%^n='Pn^'' — '^PnLln+Pn^n 



[pvv] = L*[p]^2L[pl\ + [pll]. 

Verlangen wir nun die Auswalil des endgültigen 

Wertes L so, daß 

' [pvv] = Mm. , 

so erhalten wir 

in Übereinstimmung mit Gleichung (13) und mit Glei- 
chung (4), wenn man beachtet, daß die Gewichte p der 
einzelnen Beobachtungswerte dort =1 waren. 
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48 Ausgleichung direkter Beobachtungren. 

§ 10. Praktische Ansrechirang des Mittelwertes X und 
äes Trägheitsmomentes [pvv]. 

Die Berechnung des Mittelwertes L mittels Glei- 
chung (13) ist schwerfällig. Führen wir dagegen einen 
Näherungswert N möglichst nahe bei L ein und betrachten 
als neue Unbekannte den an ihm anzubringenden Zu- 
schlag X , so daß L = N-\- x^ zerlegen wir femer die 
Beobachtungswerte / in zwei Summanden, so daß 





K.-N + -,,. 


so wird 






p,l,=P,N+p^v^ 




PX = P»N + P«''»y 


somit 


[pn==N[p]+[pv] 


ujid 




(18) 


. Ip] ' [p] 


analog Gleichung (7), wenn man beachtet, daß jedes Ge- 


wicht p 


dort =1 war. 


Den Wert des Trägheitsmomentes [pvv] entwickeln 


wir wie 


folgt: 




r,=h-N, 


also 






v] = P,-2\N+N' 


und 






Pryx^.=pA-'iV,kN-\-P.N' 



[jpvv]=^[pll] — 'lN[pl]-\-N^[p], 
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§ 11. Erreichte Beobachtungsgenanigkeit. 49 

um [pli] zu eliminieren und gleichzeitig [pvv] in 
die Gleichung einzuführen, substituieren wir aus der 
S. 47 angeschriebenen Minimumsbedingung 

[pvv] = L^[p]-'2L[pH + \pll\, 



oder weil L = 



wodurch 



[P] 

[ 

[P] " [P] 



[i>-] = -^-2^ + [.^q, 



[prv]=[pvv]+^^2N[p^+N^p] 



= lpvv] + [p](^^N)\ 

also (in Übereinstimmung mit Gleichung (8), wo 

Pi =^P2 = •••=-!) 

(19) [pvv] = [pvv] - [p](L - N)K 

Der Subtrahend ist unter allen Umständen positiv, 
also [pvv] <[pvv]j solange L — N nicht gleich , in 
Übereinstinmiung mit Gleichung (17). 

§ 11. Erreichte Beobachtangsgenanigkeit. Gewicht 
und Genauigkeit des Endwertes. 

Im § 8 haben wir festgestellt, daß das Gewicht 2? 
einer Beobachtung l nichts anderes ist, als diejenige Anzahl 
von (wirklich ausgeführten oder nur gedachten) Beobach- 
tungswiederholungen je vom mittieren Fehler fi , welche 
nötig ist, um den mittleren Fehler m der l zu erreichen. 
Dasselbe trifft natürlich auch zu für das Gewicht P dos 
endgültigen Wertes L : es ist gleich der Anzahl der zur 
Erzielung seines mittleren Fehlers M benötigten Be- 
obachtungen je vom mittieren Fehler fi . Sind die zur 

Weit brecht, Ausgleich ungsrecbnung. 4 
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50 Ausgleichung direkter Beobachtungen. 

ErmittluDg des Endwertes L benützten Beobaohtungs- 
werte l ungleich genau und kommt dem Beobaohtungs- 
werte : 

l^ d. Gewicht p^ zu, so sind zu seiner Bildg. p^ Beob. v. Q«w. 1 

^2 n 1? P2 n 11 11 11 n 11 Pi 11 11 11 •'■ 



verwendet worden. Die Zahl der zur Bildung des End- 
wertes L verwendeten — gleichgültig, ob tatsächlich 
ausgeführten oder (vgl. § 8) nur substituierten — Be- 
obachtungen vom Gewicht 1 ist daher 

Pi+P%-\ Pn^ d.h. 

der aus einer Anzahl von Beobachtungswer- 
ten Z^ ^2 ••• > denen bzw. die Gewichte ^1, 2?2 •• • 
zukommen, gebildete Endwert L hat das Gewicht 

(20) Pl^\jp]. 

Diese Eigenschaft des Endwertes L entspricht der in 
§§8 und 9 gegebenen statischen Deutung: Die im Schwer- 
punkt angreifende Gegenresultante muß beim Vorhanden- 
sein nur parallel wirkender Einzelkräfte p gleich der 
Summe der letzteren sein, wenn Gleichgewicht bestehen 
soU. 

- Ist — etwa aus der Beobachtungsreihe heraus oder 
durch Schätzung — der mittlere Fehler fx einer Normal- 
beobachtung (Gewichtseinheit) bekannt, so sind wir jetzt 
imstande, sowohl den mittleren Fehler m^ irgend eines 
Beobachtimgswertes Ir als auch den mittleren Fehler M 
des End wertes L abzuleiten. Die Gleichung (15) liefert 
hierfür: 
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ft*:ml=Pr:l , also m' = 



Pr 



M^ 



fi*:M*=P:l, also - 



Pi 



[P] 
P%_ 



M^ «* ■*" 



+ 



51 

(21) 

(22) 



Beider Ableitung der Gleichungen (20) bis (22) haben 
wir vorausgesetzt, es sei nicht bloß das Gewicht p jedes 
einzelnen Beobachtungswertes l^ sondern auch der mittlere 
Fehler fx der Gewichtseinheit von vornherein bekannt, 
(etwa bei Bildung der in die Rechnung einzuführenden 
Werte / als Teibnittel aus gleich geoauen, wirklich aus- 
geführten Reihen von Normalbeobachtungen erschlossen). 
Sie benützend, ist es gelungen, vor der Ausgleichung 
der Beobachtungen und der Ausrechnung des Endwertes L 
die ihm innewohneode Genauigkeit, seinen mittleren 
Fehler M , zu ermitteln : auf die Kenntnis von p und fi 
gründete sich die Ableitung von P, m und M, 

In vielen praktischen Fällen der Vereinigung imgleich- 
wertiger Beobachtungsresultate ist aber neben deren 
Werten l nur ihr Gewicht jt? oder ihr mittlerer Fehler m 
bekannt. Auch in diesem Falle muß uns ein Einblick in 
die erreichte Beobachtungsgenauigkeit möglich sein, denn 
wir können nach Gleichung (13) den Endwert der Be- 



obachtungsgröße L = 



M 
[p] 



und nach Gleichung (16) die 



an den Beobachtungswerten anzubringenden Zuschläge t) 
berechnen: 

4* 
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Je kleiner die nötigen Zuschläge („Verbesserungen") v 
sind, um jeden Beobachtungswert l zum wahrschein- 
lichen, dem Endwert L , zu ergänzen, um so genauer sind 
offenbar die Beobachtungen l ausgeführt, um so sicherer 
ist also auch der Endwert L bestimmt. 

Die Genauigkeitsermittlung stützt sich in diesem Falle 
auf das Ergebnis L der Ausgleichung , ein etwa daraus er- 
rechneter mittlerer Fehler m der Beolwichtungswerte l , und M 
des Endwertes L, muß im Gegensatz zum Vorhergehenden 
als mittlerer Fehler nach der Ausgleichung bezeichnet 
werden. Selbstverständlich müßten, strenggenommen, der 
mittlere Fehler vor und der mittlere Fehler nach der Aus- 
gleichuufi^, da, wo beide sich überhaupt berechnen lassen, ein- 
ander gleich sein. Entgegengesetzten Falles wäre zu er- 
gründen, wodurch eine Verschiedenheit beider Werte für die- 
selbe Größe verursacht werden kann (s. S. 58). 

Wären statt der n Beobachtungswerte ^ . . . /„ , denen 
je bzw. die Gewichte Pi . - . Pn zukonunen, die Werte X 
der — gleichgültig, ob tatsächlich ausgeführten oder nur 
gedachten — XJrbeobachtungen je vom Gewicht 1 be- 
kannt, von denen 



Pi zur Ermittlung des Wertes ^ = 



iPi 



Pn •' 11 n T> ^n — 






LPJ « 11 11 '' M 

dienten, so hätte man den Fall gleich genauer Be- 
obachtungen. Man erhielte nach Gleichung (5 a) und 
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§ 11. £rreiohte Beobachtungsgenauigkeit. 53 

(5 b) den mittleren Fehler einer solchen Urbeobach- 
timg 

(23) /.-±^ ^^^ -+y[^]^l' 

wena die Werte q> die Verbesserungszuschläge darstellen, 
welche jeden eingewichtigen Beobachtungswert k zum 
Endwerte L ergänzen imd welche sich aus den Fehler- 
gleichungen ergeben: 

9/i = i-Al 






Pn j. .Pn 

Je größer die Zahl der eingewichtigen ürbeobach- 
tiingen X und ihre Genauigkeit ist, um so näher kommt 
der Endwert L dem wahren Wert, um so näher kommen 
also die Verbesserungszuschläge q? den wahren Ver- 
besserungen (p„ der ürbeobachtungen X , und wir können 
nach Gleichung (5a) sehr genähert setzen: Mittlerer 
Fehler einer ürbeobachtung X, berechnet aus der: 



1 -ten Beobachtungsgruppe ^j -r- • i" = +1/ 
2-ten „ i,^.^ = +|/Kp 



n-ten 
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54 Ausgleichung direkter Beobachtungen. 

Damit liefert Gleichung (11): . 

Mittlere Fehler m der Teilresultate l aus denen der ein- 
gewichtigen Beobachtungen X 



Wir haben damit die Möglichkeit erlangt, die mitt- 
leren Fehler m der (verschieden-gewichtigen) Beobach- 
tungen / aus den Verbesserungen (p der Urbeobachtungen 
zu errechnen. Zwar sind diese selbst nicht bekannt, 
wohl aber die an den Beobachtungswerten / (deren jeder 
als Resultat aus p Urbeobachtungen erscheint) anzu- 
bringenden Verbesserungen v. 

Die zwischen v und (p bestehende Beziehung köonen 
wir aber aus Gleichungen (5 b) und (11) ermitteln: 

nach (5b) ist das Quadrat des mittleren Fehlers einer 
von n gleich genauen Beobachtungen 

^8 _- [^^] _ 1 /«,2 _J_ «2 I >. 

m -^^-^-^^-^(t;, + t., + ...), 

nach (11) ist das Quadrat des mittleren Fehlers des 
Resultates von n gleich genauen Beobachtungen 

j|-2 ^ _W^ ^ [^_3 == 1 i^.\^\ \ 

n n-{n — 1) n — \\n n '^ /' 

d. h. das Quadrat des mittleren Fehlers vom Re- 
sultat und das Quadrat der an den Beobachtungen 
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anzubringenden Yerbessernngen v wachsen im 
gleichen Verhältnis, oder 

fji' : /M* = v* : 93* ; 93* = v* • -^ = v* • |? . 

Man könnte jetzt zur Bestimmung des mittleren 
Fehlers ju der Gewichtseinheit die aus v errechnete Ver- 
besserung q) einer Beobachtung vom Gewicht 1 in Glei- 
chung (23) einsetzen. Allein diese Gleichung setzt das 
Vorhandensein von [p] solcher Verbesserungen q? voraus, 
während wir deren, entsprechend der Anzahl von Ver- 
besserungen V, nur n besitzen. Wir müssen daher ent- 
weder [(p 9?] auf den Betrag erweitern, den diese Summe 
annimmt, wenn die Zahl der Verbessenmgen 9? vonn auf [je?] 

\p] 
erhöht wird, d.h. [959?] = [pvv] mit -^^^ erweitem, wodurch 

wir erhalten ^ 

(23a) ;.= ±]/ImJ.M==+i/IE^, 
V [p] n -f n 

oder besser der Zahl n von Summanden entsprechend 
den Nenner reduzieren, wodurch der mittlere Fehler der 
Gewichtseinheit wird 

(23a) ^ = ±j/i^ = ±|;^. 

Wir erhalten schließlich durch Einsetzung von ju in 
(21) und (22) als mittlere Fehler nach der Ausglei- 
chung: 

,,,.,. mittl. Fehl. d. 1 ^ -1/ [pvv] 

^^^^^ Beob..Wertes/J'^''^*- = y^ = =t[/(;rny^.' 

mittl. Fehler d. 1 ■#_>"_ ]/ [pw] 
^ ^^ Endwertes L /' /f^ "^ ~F ('»-l)b]' 
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Aasgleichung direkter Beobachtungen. 



Hieraas liefert: 



(23 a) 



(23b) 



585 



= +17,2 cm 



2 -^ 






als mittlere Feh- 
^ 1er nach der Aus- 
gleichung. 



Die 'mittleren Fehler vor der Ausgleichung weichen 
von denjenigen nach der Ausgleichung erheblich ab 
(vgl. S. 56). Die Abweichung hat ihre Ursache teils in 
üngenauigkeiten der mittleren Fehler m , welche durch 
solche Beobachtungsfehler erzeugt werden, die, ihrem 
Betrag nach zwar nicht erheblich genug, um zur Nach- 
messung zu veranlassen, nach ihrer Entstehimg doch 
den groben Fehlern zugerechnet werden müßten und 
welche das Messungsergebnis und die Bestimmung des 
mittleren Fehlers um so stärker beeinflussen, je kleiner die 
Wiederholungszahl ist. Namentlich wird die Abweichung 
aber hervorgerufen durch regelmäßige Fehler, die, bei 
den verschiedenen Beobachtungsgruppen in verschiedenem 
Betrag auftretend, innerhalb jeder einzelnen Gruppe gleich 
wirken, in ihr also überhaupt nicht bemerkbar werden. 

Hierher gehören: Unrichtigkeiten in der Länge der Meß^ 
Werkzeuge (die bei derselben Messungsgruppe überhaupt nicht, 
wohl aber beim Vergleich der Resultate zweier Gruppen, z. B. 
einer Stangen- mit der Bandmessung, in die Erscheinung 
treten), oder in den zur Wägung benutzten Gewichten; Be- 
leuohtungsphasen und Abweichungen von der Vertikalstellung 
der Signalstangen beim Anzielen; regelmäßige Teilungsfehler 
an Kreisteilungen usw. 
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II. Abschnitt. 
Vermittelnde Beobachtungen. 



1. Kapitel. 

Fortpflanzung von Beobachtungsfehlern anf 
Funktionen der Beobachtnngsgrößen. 

§ 12. Mittlerer Fehler M UDd Gewicht P 

einer expliziten Funktion F der beobachteten Größen 

Xj, ig*"-''»»» welche mit den mittleren Fehlern 

m^ , tn^ . . . tn^ behaftet sind. 

Die gesuchte Größe X sei als explizite Funktion der 
BeobacMungsgrößen Z/^, L^..* L^ ausgedrückt: 

(24a) X=^F{L^,L^..,Ln). 

Die BeobachtungsgrößeD L seien mit den mittleren 
Fehlern +^*i) +^2) • • • i^w behaftet. Denken wir uns 
jeden der Beobachtungswerte um seinen (zunächst als 
positiv vorausgesetzten) mittleren Fehler m vergrößert, 
so wird der Einfluß dieser Änderung der Bestimmungs- 
größen L auf den Funktionswert X sein: 

Entwickeln wir den Minuenden mittels der Tayl er- 
sehen Reihe, und setzen die mittleren Beobachtungsfehlerm 
als so klein voraus, daß wir berechtigt sind, Potenzen von 
ihnen, gegenüber den Beobachtungswerten selbst, zu ver- 
nachlässigen, so erhalten wir 
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i9 TP 
dF ^ dF , , dF 
Dieser Ausdruck geht über in 

wenn man den Differentialquotienten 

(24b) H = k 

setzt. 

Nun werden wir berechtigt sein, die öesamtwirkung 
der mittieren Fehler m der Beobachtungsgrößen L auf 
die Funktion X als deren mittleren Fehler Mx zu be- 
zeichnen, wenn es uns gelingt, bei Berechnung dieser 
Gesamtwirkung der Tatsache Rechnung zu tragen, daß 
diese mittieren Fehler im Vorzeichen unbestimmt sind, 
sich also im Zusammenwirken teilweise aufheben können. 
Der soeben berechnete Fehlereinfluß E setzt aber, im 
Gegensatz hieran, alle mittleren Beobachtungsfehler m 
als gleich gerichtet voraus, ist also jedenfalls >ifx. 
Immerhin wird er uns ziun gesuchten mittleren Fehler Mx 
führen, wenn wir durch Quadrieren die Vorzeichen der m 
eliminieren. Kehren wir zu diesem Zwecke zur tatsächlich 
vorhandenen Unbestimmtheit der Vorzeichen von m zu- 
rück, so erhalten wir als Quadrat des Einflusses der 
Änderungen -f-w an den Beobachtungsgrößen L 
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Die Zahl der Summanden von der Form m^m^l^l^ 
ist = n • (n — 1) , diejenige der quadratischen Summan- 
den nur gleich n . Dem absoluten Wert nach ist aber die 
Summe je zweier quadratischer Summanden unter allen 
Umständen größer als das zugehörige doppelte Produkt 
(a2-t-62>2a6, weila2 + 62— 2a6=-[a— ^]2=positiv). 
Überdies sind die quadratischen Sununanden alle positiv, 
die anderen gleich wahi'scheinlich + und von ähnlicher 
Größe, 80 daß sie gegen die ersteren um so mehr zurück- 
treten, je größer ihre Zahl ist. Die Unbestimmtheit des 
Vorzeichens von m hat also zur Folge, daß die letzteren 
Summanden sich in der Hauptsache gegenseitig aufheben 
und daß der ermittelte Wert für JF^ übergeht in das 
Quadrat des mittleren Fehlers: 

(24c) Ml==m\ti + mlll'\ |-<^=biwZ/J. 

Das Gewicht Px der Unbekannten X erhalten wir 
durch Vergleichung der mittleren Fehler nach Gleichung 
(15). Ist nämlich fx der (event beliebig festgesetzte) 
mittlere Fehler der (Jewichtseinheit (/? = 1) , so ist 

Durch Einführung der Gewichte p für die Beobach- 
tungsgrößen L und unter Benutzung von (14) wird hieraus 

(24d) -l«l + l + ... = [ü" . 

Px Pi P2 [P\ 

1. Beispiel. Wie groß ist der mittlere Fehler m 
und das Gewicht P von X = a L , wenn a ein fehlerfreier 
Faktor und L eine mit dem mittleren Fehler m beobachtete 
Größe ist? 
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62 y ermittelnde Beobachtungen. 

Gleichung (24c) liefert: /;)v\2 

in Übereinstimmung mit der früher abgeleiteten Gleichung (9). 
Gleichung (24 d) liefert: 

wenn p das Gewicht der Beobachtungsgröße L vorstellt. 

2. Beispiel. Wie groß ist der mittlere Fehler M und 
das Gewicht P der Größe -3^ = X, + Z», + • • • 4:JD^ , wenn 
Zj . . . beobachtete Größen sind, denen die Gewichte Pi .*. . 
und die mittleren Fehler m^ . . . zukommen. 

Gleichung (24c) liefert: 

ifi = [«..zq = «;(|J)'+^-(|^) + - 

= m\ + ml-] 1- m» = [m m] 

in Übereinstimninng mit Gleichnog (10). 
Gleichung (24 d) liefert: 

-L=flil=l+l + ... + l=fl 

i'x bJ P^^P,^ ^Pn ip 
Sind die Gewichte und die mittleren Fehler der Einzel- 
größen L einander gleich (wie das z. B. beim Wägen einer 
Masse in n Teilen, beim Messen von Strecken für jede ein- 
zelne der n Stangenlagen, oder bei Bildung eines Winkels 
durch Zusammensetzung aus n Teilen usw. der Fall ist), so 

Pl,±l,±... Pi^Pi ^i>i Pi 

P -^ 

d. h. der mittlere Fehler einerSamme oder Differenz gleichwertiger 
EiuzelgröBen wächst proportional der Wurzel aus ihrer Anziütl, 
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das Gewicht einer Summe oder Differenz gleichwertiger Einzel- 
größen nimmt ab proportional ihrer ^zahl. 
Es zeigt sich hier ein bemerkenswerter Unterschied, der 
ftlr die Genauigkeit einer Größe bezeichnend ist: 
Wird eine Größe gewonnen als Mittel aus n Beobachtungen 
je vom Gewicht P = 1 , so ist das Gewicht des Mittel- 
wertes P=n ^ 

wird eine Größe gewonnen durch Addition oder Subtraktion 
von n Einzelgrößen je vom Gewicht i? = 1 , so ist ihr Ge- 
wicht P = — , 

wird eine Größe gewonnen durch Multiplikation einer beobach- 
teten Größe vom Gewicht p = 1 mit einer Konstanten n , 

so ist ihr Gewicht P = — j (Distanzmesser usw.). 

Es bedürfte also im zweiten Falle n-facher, im dritten 
Falle n*-facher Beobachtungswiederholung der Teilgröße, um 
das Gewicht und die Genauigkeit einer einzigen einfachen 
direkten Beobachtung für die gesuchte Größe zu erzielen. 

3. Beispiel. Wie groß ist der mittlere Fehler einer 
Dreiecksoeite ÄB = c und ihr Gewicht, wenn gemessen wurde: 

6 = ^0=106,00 + 0,06 m 

</? = 29*39' ±1' 

<y = 120»07'±2'? 

Die Trigonometrie liefert die Beziehung 

b 
c= . ^ siny , 

woraus mittels Gleichung (24 c) 



Jc 



/öc\» , , (des* , , /ec\* 






+ (iS •'°'^) "»H (^ H »"r 



(w^ und Wy in analytischem Maß ausgedrückt). 
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Statt die mittleren Beobachtongafehler m^ und m^ durch 
Division mit g' auf analytisches Maß zurückznftihren, können 
wir auch die zugehörigen partiellen Ableitungen mit f/ divi- 
dieren und als Winkeleinheit die Minute, als Längeneinheit 
das cm wählen, wodurch wir erhalten: 



3f^ 



h 

esiuj^ 

siny 



sm^ 



6^ 



c» ctgV 



IH 



c* ctg'y 



185,35 = c 



2-02531 
0-30566 
9-93702 



sin/? 
siny 



226799 3,06 = 



9-6943 
9-9870 



0-2427 
0-4854 



gr. - 




90,25 = ? 


1-9528 


U 


0-9764 


ctg/? 


0-2447 


c 


4-2680 


SQ^ 


6-4637 


ctgy 


9-7635 


h 


0-4952 


9,78 = P, 


0-9904 



Also ist 



Ml = 3,06 • 36 + 90,25 • 1 + 9,78 • 4 

= 1 10 + 90 + 39 = 239 = [w m Z q , 
3f^ = ±1^=15,5 cm. 



c = 185,35 + 0,15» m. 

Einfacher noch läßt sich der mittlere Fehler einer Funk- 
tion von der obigen Form mittels Logarithmieren finden. Wir 

* ^° logc = log& + log sin Y — log sin/? , 

somit nach Gleichung (10) 



M,.„, = l/^ 



logc " 



'*log b + •'hog sin Y + ^'^log lin/J ' 

f logft I 
Man hat jetzt nur beim Aufschlagen von < log sin y > gleich- 

l log sin/? J 
zeitig zu notieren, welchen Einöuß auf die letzte (fünfte) Stelle 



des log eine Änderung des numerus um 



(6 cm] 

\i 1 



ausübt (s. unten). 
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t», 



b 

€ smß 

siny 



185,35±0,15 = c 



2-02531 
0*30566 
9-93702 



24« 

22 

7 



"•log 

605 

484 

49 



2-26799 + 34 1138 woraus m,, 



lege = ±^1138 
= +34. 
Ein mittlerer Fehler des logc von + 34 Einheiten der 
fünften Stelle liefert (gleichzeitig mit dem Aufschlagen von c) 
den mittleren Fehler des numerus Jlf^ = +15 cm. 

Das Gewicht P der berechneten Seite c erhalten wir 
mittels Gleichung (24 d) 

1 1 r ,,, 239 

Geben wir der Messung der Seite h das Gewicht 1 , so 
wird jM = 6 cm und jm* = 36 , somit 
1 ^239 
P, 36 



2. Kapitel. 

Ausgleichung yermittelnder gleich genauer 
Beobachtungen. 

Durch den Abschnitt I wurden wir in die Lage ver- 
setzt, den wahrscheinlichsten Wert einer direkt und mehr- 
fach beobachteten Größe, seinen mittleren Fehler und sein 
Gewicht zu bestimmen. Dagegen hat er uns nicht ge- 
lehrt, in überschüssiger Zahl Torhandene Beobachtungen 
auszugleichen, welche zm: Bestimmung einer oder meh- 
rerer anderer, von ihnen abhängiger Größen dienen sollen. 

Weitbrecht, Ausgleichungsrechnuog. 5 
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66 Vermittelnde Beobachtungen. 

Auch das 1. Kapitel des gegenwärtigen Abschnittes 
zeigte uns nicht, wie die "Werte L für solche vermittehide 
Größen auszugleichen, wenn sie in überschüssiger Zahl 
vorhanden sind, sondern nur, wie sich der ihnen anhaftende 
Fehler m auf einen (nicht überbestimmten) Funktionswert 
fortpflanzt. 

Jetzt wollen wir Beobachtungswerte, welche zur Be- 
rechnung anderer, von ihnen abhängiger Größen dienen 
sollen und in überschüssiger Zahl vorhanden sind, so aus- 
gleicheo, daß letztere sich übereinstimmend ergeben, gleich- 
gültig, welche der ersteren auch zur Rechnung benützt 
werden mögen. 

Ist die Zahl der gesuchten Unbekannten nicht größer 
als 2, so läßt sich die Ausgleichung der zu ihrer Berechnung 
dienenden Beobachtungswerte häufig auf graphischem Wege 
bewirken, womit der Vorzug erhöhter Anschaulichkeit und 
der alsbaldigen Erkenntnis etwaiger grober Beobachtungs- 
fehler verbunden ist. Wir behandeln daher zuerst die: 

§ 13. Graphische Ausgleichung zusammengehöriger, 
beobachteter Argument- und Fnnktionswerte bei zwi- 
schen ihnen bestehender bekannter oder unbekannter 
Beziehung. Beobachtungsfehler. 

Um zu untersuchen, ob zwei Größen voneinander ab- 
hängig sind, und zutreffendenfalls, welche Beziehung 
zwischen ihnen besteht, kann man korrespondierende (zu- 
sammengehörige) Beobachtungswerte beider als Abszissen 
und Ordinaten in bezug auf ein beliebiges Koordinaten- 
system auftragen und die dadurch erhaltenen Punkte 
durch eine stetige Linie (Funktionskurve) verbinden. Ver- 
läuft die Linie gesetzlos oder parallel, bzw. senkrecht 
ziur Abszisse, so besteht entweder keine Beziehung zwi- 
schen den korrespondierenden Beobachtungswerten, sie 
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sind voneinander unabhängig, oder die beobachteten 
Funktionswerte sind nicht bloß von den der Beobachtung 
unterworfenen, sondern überdies noch von anderen Argu- 
menten abhängig. 

Im letzteren Falle kann man die korrespondierenden Be- 
obachtungen unter gewissen abgewarteten oder künstlich her- 
beigeführten, die Wirkung jener weiteren Argumente vor- 
übergehend ausschaltenden Umständen wiederholen. 

Läßt die „Funktionskurve" nach den Sätzen der ana- 
lytischen Geometrie ein gewisses Gesetz erkennen — 
gerade Linie zeigt lineare Beziehung, w- fache Oszillation 
algebraische Beziehung {n + l)-ten Grades an — , so 
kann man der Zeichnung die Lage- und Formbeziehungen 
(Abschnitt auf der i/- Achse, Richümgskoeffizient, Para- 
meter usw.) entnehmen: Die Verbindungslinie der 
mit den zusammengehörigen Beobachtungs- 
werten als Koordinaten aufgetragenen Punkte 
(Funktionslinie) vermittelt uns die Kenntnis 
der zwischen beiden bestehenden Beziehung. 

Dabei wird das Wesen der Funktionskurve von der 
Wahl der Verjüngungs Verhältnisse für die Abszissen und 
die Ordinaten und von der Lage der Koordinatenachsen 
nicht berührt. Ja, es kann sich sogar empfehlen (auch 
olme daß die zusammengehörigen Beobachtungswerte 
Größen verschiedener Gattung sind, in welchem Falle 
für jeden von beiden je ein passendes Verjüngungs- 
verhältnis gewählt werden muß), Ordinaten und Ab- 
szissen in verschiedener Verjüngung zu zeichnen, wenn 
sie sich erheblich voneinander unterscheiden, oder wenn 
man auf schärfere Darstellimg von Veränderungen einer 
von ihnen besonderen Wert legt. 

Wären die Beobachtxmgswerte fehlerfrei, so müßte 
die zu zeichnende Funktionskurve durch sämtliche auf 

5* 
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Gnmd solcher zusammengehöriger Werte gezeichnete 
Punkte gehen. Es zeigt sich in der Durchführung je- 
doch, namentlich wenn ein genügend großer Maßstab 
gewählt wird, sofort, daß die derart zu zeichnende Linie 
Unregelmäßigkeiten aufweisen würde, die nicht in der 
Natur der Beziehung zwischen beiden Beobachtungsgrößen 
liegen können. Dies tritt besonders in solchen Fällen 
in die Erscheinung, in denen das Wesen der Beziehung 
auch noch auf deduktivem Wege erschlossen werden kann. 
Solche Unregelmäßigkeiten rühren von den den Beob- 
achtungswerten anhaftenden Fehlern v her, und 
unsere Aufgabe besteht jetzt darin, eine der erschlosse- 
nen Beziehung entsprechende oder (falls diese nicht er- 
schlossen werden kann) eine möglichst einfache Funktions- 
linie den gezeichneten Punkten so anzupassen, daß die 
in der Ordinatenrichtung gemessenen Abweichungen v der 
Linie von jenen Punkten den Bedingungen (1) [t;] = 
und (4) [v v] = Min. entsprechen. 

Als Nebenprodukt dieser Lösung ergibt sich dann auf 
bequemste Weise: 

a) diejenige Stelle, wo zur sicheren Ermittel img der be- 
stehenden Beziehung, und Zeichnung der Funktions- 
linie die korrespondierenden Beobachtungen zu häufen 
sind, bzw. wo andererseits Häufung unnütz wäre, 

b) der Nachweis etwaiger grober Fehler, 

c) der dem einzelnen Beobachtungswerte anhaftende, 
durch Ausgleichung wegzuschaffende Fehler v^ 

d) der irgend einem Argumentwerte zugehörige aus- 
geglichene Funktionswert. 

Beispiel. Zum Zwecke der Wiederherstellung der wahr- 
scheinlichen Lage einer Baulinie an einer bauplanmäßig 15,00 m 
breiten Straße wurde eine Anzahl sicherer Gebäudeecken auf 
eine vorläufige, zu ihr im Abstände von 3 m ungefähr parallel 
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verlaufende Abszisse aufgenommen. Gesucht ist die Lage 
der allen G^bäudeecken möglichst sich anpaasenden, endgültigen 
Parallelen. 

Lösung. Die abgesteckte Abszisse sowohl, als die ge- 
suchte endgültige Parallele zur wahrscheinlichen Baulinie sind 
gerade Linien. Wäre es daher möglich, die Entfernungen 
irgendwelcher, einander gegenüberliegender Punkte beider Ge- 
raden zu finden, so könnte man sie als Ordinaten zur ab- 
gesteckten Linie als Abszissenachse und zu den zugehörigen 
Abszissenmaßen auftragen. Die Verbindungslinie der dadurch 
erhaltenen Punkte müßte dann eine Gerade sein und die 
Abszissenachse in demselben Punkte schneiden, in dem in 
Wirklichkeit die gesuchte Parallele die abgesteckte Aufnahme- 
linie schneidet. Daran würde nichts geändert, auch wenn die 
genannten Entfernungen (die nur klein sein können) etwa in 
größerem Maßstabe als die Abszissen aufgetragen würden. 
Diese Entfernungen zwischen beiden, nur um weniges diver- 
genten Geraden lassen sich nun wie folgt berechnen: Setzen 
wir voraus, daß die aufgenommenen Gebäudeecken genau auf 
den Baulinien liegen, also genau den Abstand aj = 3 m bzw. 
«2 = 12 m von der gesuchten Parallelen haben. Setzen wir 
femer voraus, daß ihre von uns aufgenommenen Ordinaten y 
fehlerfrei gemessen sind, so erhalten wir von der abgesteckten 
Abszisse aus je einen Punkt der gesuchten Parallelen, wenn 
wir (unter Beachtung, daß wegen der geringen Divergenz von 
abgesteckter und SoUlinie die bezüglichen Ordinaten ihrer 
Lage nach zusammenfallen) im betreffenden Fußpunkt die 

Ordinate t ^ ^, „ ^ ^, ^ \ 
j ^1 == 2/1 — «I ^3 = ^3 — «2 I 

l ^2 = !/2 — «2 ^4 = ^4 — «4 1 

nach Richtung und Größe auftragen. Die wahre gegenseitige 
Lage beider Geraden ist dann in der Figur direkt ersichtlich : 
Die Funktionslinie stellt die Solllinie vor. Da die berechneten 
und für die gesuchte Lage der Solllinie bestimmenden Ordi- 
naten ^ von Punkten der letzteren sehr klein sind im Ver- 
hältnis zu den zugehörigen Abszissen, so wird man beide in 
verschiedenem Maßstabe (etwa die Abszissen im Maßstabe 
1:1000, die Ordinaten ^ in 1:10) auftragen. 

Würde nun die (durch Überlegung als Gerade erkannte) 
Funktionslinie durch alle derart gezeichneten Punkte gehen, 
80 wären Lage der Gebäudeecken und eigene Messung fehler- 
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frei und eine Ausgleichung unnötig. Anderenfalls muß jetzt 
diejenige Gerade gesucht werden, für weiche die algebraische 
Summe der in der Ordinatenrichtun^ gemessenen Abstände v 
von den Fehlerbildpunkten — {[v\ = 0) und, da die Zahl 
solcher Geraden oo ist, gleichzeitig [v v] = Min. wird. 

Alle die Geraden, für welche [v] = 0, gehen durch einen 
Punkt, den Schwerpunkt 8 des Systems gezeichneter Punkte, 
dessen Koordinaten / r t 



'.-^ 



smd. 



Zahlenbeispiel. 



Punkt 


Gern 
Abszisse 


essen 

Ordinate 


Sollordinate 


^ = y — a 


Nr. 


+x 


y 


a 






m 


m 


m 


cm 


1 


53,95 


- 3,06 


— 3,00 


- 6 


2 


57,02 


+ 11,94 


+ 12,00 


- 6 


3 


72,54 


+ 11,98 


+ 12,00 


- 2 


4 


94,86 


- 2,94 


- 3,00 


+ 6 


5 


140,22 


+ 12,08 


+ 12,00 


+ 8 


6 


161,05 


- 2,95 


- 3,00 


+ 5 


7 


212,84 


- 3,00 


- 3,00 





8 


221,95 


+ 12,07 


+ 12,00 


+ 7 


9 


245,36 


— 2,90 


— 3,00 


+ 10 



1259,79 



= 139,98 m 



t)8 = 



+22 



= +2,44 cm 

zu finden, für welche 
oder mehr verschiedene, 



Um die Lage der Geraden 
[vv] = Min., kann man jetzt für 3 

durch den Schwerpunkt S gehende Versuchsgeraden die Ab- 
stände t; von den Fehlerbildpunkten (in der Ordinatenrichtung) 
abgreifen (wobei [v] = sein wird) und je [vv] berechnen. Trägt 
man dann diese Werte [c v] als Ordinaten in den Schnittpunkten 
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I , II usw. dieser Versuchsgeraden mit irgend einer der ur- 
sprünglichen Ordinalen als Fußpunkten auf und zeichnet durch 
die erhaltenen Punkte eine zu dieser neuen Ordinatenrichtung 
(# zur alten oi;- Achse) symmetrische Kurve, so stellt die Ordi- 







{\Ttaayer Funkt der ^t 
abgmedaervGeradff^l 

// 
/ / '1 




pj^ 



nate des unteren Kulminationspunktes den niedersten Wert 
für [v v] , deren Fußpunkt einen zweiten Punkt der Sollgeraden 
vor. Nach Ein Zeichnung der letzteren wird man für das 
gegenwärtige Beispiel aus der Figur ablesen: Die gesuchte 
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Gerade schneidet die abgesteckte bei der Abszisse 
98 m und ist gegenüber der letzteren um 6 cm auf 
100 m Länge im positiven Sinn verdreht. 

Das gezeigte Verfahren zur rein graphischen Auffindung 
der Funlrtionslinie ist schwerfällig. Bequemer ist es, zu 
diesem Zweck das graphische Verfahren durch Rechnung zu 
unterstützen. 

Zieht man durch 8 eine beliebige Gerade 8 — 1 und greift 
in der Ordinatenrichtung deren Entfernungen F von den ge- 
zeichneten Punkten ab, so wird für sie zwar [F1 = 0, aber 
nicht [FF] = Min. sein. Es ist vielmehr zu diesem Zwecke 
noch eine gewisse Verdrehung um den unbekannten Winkel ^ 
und um den Schwerpunkt 8 nötig. Diese Verdrehung ändert 
sämtliche Entfernungen F um den Betrag 5 • ^ , wenn 5 die 
Entfernungen der Fußpunkte vom Schwerpunkt 8 darstellen. 
Es wird daher an Stelle von F der Abstand v der endgültigen 
Funktionslinie vom Fehlerbildpunkte treten, wo bei Ein- 
führung von Vorzeichen für die verschiedenen Richtungen 
von 5 , v , F und ^ allgemein gültig 

v = F-j^ 
und wobei wir verlangen: 

[v v] = Min. 
Es muß demnach sein 

[(F-r^)T=F?-2F,j,^ + r;^'-f... + T^-2F,5„^ 

+ 5j^' = Min. 
Die einzige Veränderliche ist jetzt ^ , und man hat 

■P({) = [(T^-J«'] = Min. 
für 

^ = = -2F,E, + 2E;r 2F„E„ + 2s|il, 

woraus 

2Figi + 2F,s,-^ \-2y„l„ ^ [Vi] 

2e; + 2sI+- + 2j'„ fed ■ 

Für die praktische Durchführung wird man natürlich 
nicht eine beliebige Gerade verwenden, von der aus der Ver- 
drehungswinkel ^ berechnet wird, sondern eine Parallele zur 
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Anfiiahmelinie durch den Schwerpunkt S . Damit wird all- 
gemein gültig: j^j 
TC = x — Xg = x — 

Man hat also nur die Durchschnittswerte der Abszissen und der 
Ordinaten je von den letzteren abzuziehen, ein Verfahren, das 
wir noch des öfteren, z. B. bei der trigonometrischen Punkt- 
bestimmung durch Rückwärtseinschnitt anwenden werden. 
Die obige Tabelle liefert jetzt 



Punkt 


l = x 


-x^ 


F=i 


}-tis 


r- 


V 




Nr. 


n 

+ 


1 


Cl 

+ 


31 


(Rechenschieber) 

+ - 


JJ 


1 




86,03 




8,44 ! 725 




7 401 


2 




82,96 




8,44 ' 700 




6 882 


3 




67,44 




4,44 


299 




4 548 


4 




45,12 


3,56 






161 


2 036 


5 


0,24 




5,56 


1 1 




> 


6 


21,07 




2,56 




54 




444 


7 


72,86 




-- 


2,44 




178 


! 5 309 


8 


81,97 




4,56 




374 




6 719 


9 


105,38 




; 7,56 




797 




11105 




281,52 


281,55 


1 23,80 


23,76 


2950 

1^ 


339 


44 444 



Abrundung 3 . 



+ 2611 
oder 26,11 fürv inMtrn. 

also : nötige Verdrehung ^ in positivem Sinn um 5,9 cm auf 100 m. 
Schnittpunkt der Solllinie mit der Abszisse 

100 • 2 44 
vom Schwerpunkt S rückwärts um — ^^ — = 41,5 m, 



d. h. bei Abszisse 139,98 ■ 



5,87 
•41,5 = 98,5 m. 
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§ 14. Rechnerische Ausgleichung in überschüssiger Zahl 
vorhandener Beobachtungswerte L bei bekannter Be- 
ziehung zwischen ihnen und den von ihnen abhängigen, 
gesuchten Größen X, F ... bis zur Aufstellung der 
Normalgleichungen. 

Die zwischen den Beobachtungsgrößen L und den 
von ihnen abhängigen Unbekannten X^ F . . . bestehen- 
den Beziehungen mögen von der Form sein: 

(25) F{X, Y, Z...)-L^O, 

so daß sie jede Beobachtnngsgröße L als explizite 
Funktion der Unbekannten X^ Y . . , ergeben. Diese 
Gleichungen werden von den Beobachtungswerten L nur 
dann scharf erfüllt sein können, wenn letztere entweder 
fehlerfrei sind, oder wenn keine Überbestimmung vor- 
handen ist. Beides ist für unsere gegenwärtige Betrach- 
tung ausgeschlossen. Wir müssen vielmehr, lun die 
Beziehungen scharf zu erfüllen, unseren Beobachtungs- 
werten kleine, zunächst noch unbekannte Yerbesserungs- 
zuschläge beifügen, die wir wie ^bisher mit v bezeichnen 
wollen. Dann stellt L -{- v den wahrscheinlichsten Be- 
obachtungswert und V den Beobachtungsfehler vor, und 
die Gleichung (25) geht über in die Form 

(25a) F{X, Y, Z ...)-L^v. 

Wir suchen nun zunächst diese Beziehungen in lineare 
Form überzuführen, eine Aufgabe, die allgemein nur 
möglich ist, wenn es uns gelingt, die Unbekannten 
X, y, Z . . . durch andere a:, ^, ^ zu ersetzen, die so 
klein sind, daß wir höhere Potenzen von ihnen vernach- 
lässigen dürfen. Zu diesem Zweck schlagen wir folgen- 
den Weg ein: Wir zerlegen jede der Unbekannten analog 
Gleichung (7) und (18) in 2 Summanden, nämlich 
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einen möglichst genauen, irgendwie zu gewinnenden 
Näherungswert Nx . . . und einen kleinen, nach Rich- 
tung und Größe unbekannten Zuschlag a: . . . , wodurch 
unsere Gleichimg (25 a) übergeht in 

{2dh) F{(Nx + X), {Nr + y), (^z + ^).' "} - L ^ V . 

Sodann entwickeln wir nach Taylor in eine Reihe 
und erhalten unter vorstehender Voraussetzung: 



(25 c) j 



SF BF 



BF 

Fassen wir die bekannten Summanden zusammen 
(wozu jetzt auch F{Nx , ^r , iVj? . . . ) gehört) und 
führen ziu- Vereinfachung der Schreibweise folgende 
Bezeichnungen ein: 

{ dF 6F , dF 

= a 



(25d) l dNx ' dNy ' dNz 

l F(Nx,Nt,Nz,...)-L^I, 

so geht die gegebene Beziehung (25) in die Form der 
„Fehlergleichung'* über: 

(25e) ax + by -{- cz -{-'»•-}- 1 = V , 

Solcher Fehlergleichungen haben wir ebenso viele, als 
Beobachtungen L vorhanden sind, nämlich A. Überbestim- 
mung ist vorhanden und Ausgleichung der Werte / kann also 
erst eintreten, wenn die Zahl X der Beobachtimgen größer 
ist, als die Zahl x der Unbekannten. Für k = k werden 
die Verbesserungen v der Beobachtimgswerte = : für 
die Unbekannten rr , . . . ist in diesem Falle keine Über- 
bestimmung vorhanden. * 
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Aus den X Fehlergleichungen für die x Unbekannten 

(^i^ + Wy + CiZ-] \-h='^i f 

a^x + b^y + c^z^ h ^2 = ^2 ä 

^x^ + hv + ^^x^-i l-^A = ^A»? 

-<-H ünbekamite->- Y 

WO A > ;« , ergeben sich die Werte der unbekannten Zu- 
schläge x^ y . . . , die wir künftig kurz als Unbekannte 
bezeichnen wollen, eindeutig, wenn wir noch die in Glei- 
chung (4) ausgedrückte Bedingung zu Hilfe nehmen, daß 
die Summe der Quadrate der an den Beobachtungswerten L 
anzubringenden Verbesserungen v ein Minimum sei: 
[v v] = Min. 
Man erhält nämlich: 

vj =: aj a;* + 2 a, 6, 05 y -f- 2 «i Cj aj z -] f- 2 «i ^ äj + ^1 y' 

+ 2biC,yz-\ [-2bJ,y + cy-\ \-2cJ,z + '" + Jl 

vi = alx* -^ 2 a^b^ X y -{- 2 a^ c^x z -\ f- 2 Oj ^2 ^ + ^2 y* 

+ 2b^c^yz-^ [-2b^ky + clz^-\ \-2c^l2Z-\ \-ll, 

woraus durch Addition 

[v^] = [aa]x^ + 2lab]xy + 2[ac]xz-[ \~2[al]x + [b*]y^ 

+ 2[bc]yz+'''+2My + [c^]z^+'" + 2[cl]z + [n. 
Wir haben jetzt diejenigen Werte für o?, ... zu suchen, 
für welche [vv] = Min. Hierfür haben wir: 

^^ = 2[aa]x + 2[ab]y + 2[ac]z-\ h2[aq==0 

^p^ = 2[ab]x + 2[bb]y + 2[bc]z + '" + 2[bl\ = 
^^^^^ -.2[ac]x+2[bc]y + 2[cc]z-\ f- 2 [c q = . 



dz 
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Eine kurze Betrachtung zeigt, daß wir auf dieselbe 
Weise ganz allgemein ebenso viele Gleichungen für 
Xj y, X , , , in der vorstehenden Form erhalten, als Un- 
bekannte vorhanden sind, und damit ein Mittel für die 
eindeutige Bestimmung der letzteren. Durch Kürzung 
mit 2 erhält man aus ihnen die ,,Normalgleichungen" 

[a a] a; + [ö^ ^] 2/ + [^ ^] * + • • • + [^^ ^ = ö 

[ab]x + [bb]y+[bc]z-\ \- [b l] = 

[a c]x + [b c]y + [c e]z + • • • + [c l] = 



(26) 



mit deren Aufstellung die Ausgleichungsaufgabe prin- 
zipiell gelöst ist. 

§ 15. Anflögnng der Normalgleichnngen. 

a) Ist nur eine einzige Unbekannte X vorhan- 
den, welche mit den X Beobachtungswerten L in der Be- 
ziehung steht j^^x) — i = , 

so erhält man nach § 14 durch Einführung eines Nähe- 
rungswertes Nx für X (so daß X=Nx-{-x) die X Fehler- 
gleichungen von der Form 

6F 

oder mit Benützung der unter (25 d) eingeführten Zeichen 
«1 aj + ^1 = t?i 

03^ + ^2 = ^2 

woraus vl = aW + ^a,kx + ll 



Aus [vv] = [aa]x^ + 2[al\x + [ll\ = Min. 
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lalgleichung 

= 2 [a a] 05 -f- 2 [a q = 



erhält man die Normalgleichung 

d[vv] 



dx 

und aus ihr den gesuchten Zuschlag 

\al] 
(27) X = — f— 4 , woraus X= Nx + x , 
[aa\ 

Die Gleichung (27) steht im Einklang mit Gleichung (7) 

M 
L = N+ ^^-^ , wonach der gesuchte Zuschlag zum 

Näherungswert N war x = ^^^ . Denn die Koeffizien- 
ten a der Unbekannten in (27) waren dort alle = 1 . Nur 
ist zu beachten, daß der zur Berechnung dieses gesuchten 
Zuschlages a; dienende reduzierte Beobachtungs wert 
dort hieß v = Beobachtung — Näherung = Z — JV, 
während er jetzt heißt / = F{Nx . , .) — L . d. h. 
Näherung — Beobachtung. Das Absolutglied l ist 
also jetzt mit entgegengesetztem Vorzeichen ein- 
geführt. 

Auch die Gleichung (1) [v] = findet mit 

ttj = ttj = • • • = 1 
ihre Bestätigung: 

Multiplizieren wir nämlich jede Fehlergleichung des 
gegenwärtigen Paragraphen mit ihrem Koeffizienten a, 
so erhalten wir 

a\x-\- a^li = ttj t7j 

aj 05 -[- «2 ^8 = ^1 ^1 



und durch vertikale Addition die linke Seite der Normal- 
gleichung 
(28) [aa\x + [al] = [av] = . 
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b) Beim Vorhandensein von zwei Unbekannten X 
und Y laute die Fonn der Beziehung zwischen ihnen 
und der Beobachtung L 

woraus durch Einführung der Näherungswerte iV^ und Ny 
(so daß -X" = iVx + x , Y = Ny -\- y) und der Bezeich- 
nungen 

die Fehlergleichungen entstehen: 

Aus ihnen ergeben sich durch partielle Differentiation 
des Ausdruckes für \yv\ die zwei Normalgleichungen 
zur Bestimmung der unbekannten Zuschläge x und y : 



[ah\x+[hh]y + [hl]^0 . 

Zum Zwecke der Reduktion der Zahl der Unbekannten 
um eine und Ausrechnung der anderen könnte man irgend 
eine der bekannten algebraischen Methoden anwenden. 
In Rücksicht auf möglichst bequeme, schematische Durch- 
führung der Rechnung und unter Berücksichtigung der 
symmetrischen Anordnung der Koeffizienten von x und y 
(in der einen Diagonalen, von links oben nach rechts 
unten, stehen nur Quadratsummen, in der anderen iden- 
tische Produktensummen) hat jedoch der Schöpfer der 
Methode der kleinsten Quadrate, Gauß, im Jahre 1810 
einen vom üblichen etwas abweichenden Reclmungsweg 
gewiesen, dem wir folgen wollen. Hiernach wird grund- 
sätzlich zuerst die links stehende Unbekannte eliminiert 
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^ , ,. . 2 Koeffiz. der I. Reihe 
und zu diesem Zwecke die mit — — ^- — — — ; — ^ ^ ., 

1 Koefnz. der I. Reihe 

multiplizierte erste Gleichung zur imveränderten zweiten 
Gleichung addiert. Dabei ergibt sich als erste und ein- 
zige Reduktionsstufe 

(l»l-Sl»»l)»+(M-t|M)-«. 

woraus y = '^ — 



[6fr]_J^[a6] 



Für die schwerfälligen Differenzausdrucke im Zähler 
und im Nenner hat Gauß Symbole eingeführt, welche 
durch die Ziffer 1 ausdrücken, daß es sich um Erzeugnisse 
der ersten Reduktionsstufe handelt. Jeder Ausdruck der 
ersten Redüktionsstufe hat (vgl. obige Reduktionsregel) 
als Nenner des Subtrahenden das Summenglied \a a] , 
also braucht das Symbol diesen Nenner nicht besonders 
anzugeben. Der Zähler des Subtrahenden ist ein Produkt 
zweier Faktoren, deren jeder wieder die Summe von Pro- 
dukten je zweier Faktoren ist, von denen je einer a 
heißt, während der andere je einer der Faktoren des 
Minuenden ist. Es genügt daher zur eindeutigen Be- 
zeichnung 

des Zählers [h ü - -[^ [a Z] das Symbol [fc M] 
\aa\ 



(29) 



Nenners [b h] - |^ [a ft] „ „ [66-1] 

jft (l\ 



allgemein d. 1 [ah] 

l Ausdruckes 



Digitized by VjOOQ IC 



usw. 



§ 15. Auflösung der Normalgleichungen. 81 

le obige Gleichiu 
(30) y = 



womit die obige Gleichung übergeht in 



Um den Wert der links stehenden Unbekannten x zu 
berechnen, könnte man jetzt entweder den berechneten 
Wert der anderen in eine der Normalgleichungen ein- 
setzen, oder statt der links stehenden jetzt die rechts 
stehende unbekannte eliminieren. Damit würde aber der 
Schematismus in der Berechnung gestört, auf den man 
Wert zu legen hat, wenn es sich um häufig auftretende 
Kechenarbeiten handelt, deren mechanische Ausführung 
man imtergeordneten Hilfskräften übertragen will. Der 
erstgenannte Weg der Einsetzung verhindert überdies 
die Berechnung des Gewichtes und mittleren Fehlers der 
zuletzt bestimmten Unbekannten, wie wir später sehen 
werden. Man zieht es daher vor, die Normalgleichungen 
so umzustellen, daß die Diagonale der Quadratsummen 
dieselbe Eichtung hat wie zuerst, aber die bisher links 
stehende Unbekannte x mm rechts erscheint: 
r [hh]y + [ah\x+[hl\r=0 

\ [a6]y + [aa]a; + [aq = 0. 
Jetzt ergibt sich der Wert von x genau auf dem- 
selben Wege, wie vorher derjenige von y. 

Auch im Falle der Berechnung zweier Unbekannten er- 
hält man ein Analogen zuGleichung(l) : Multipliziert man die 
1. Fehlergl. mit a^ , so erhält man a\x-\-a^\y-\-ay^\=^a\V^ 
% „ „ a, , „ „ „ a\x-\-a^\y-\-a^l^ = a^v^ . 

Vertikale Addition ergibt die erste Normalgleichung: 
(31) [adlx^ [ah\y'\- [al] == [av] = . 

Weitbrecht, Ausgleichungsrechnung. 6 
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Durch Multiplikation der Fehlergleichungen mit fc^ , ftg . . . 
und vertikjJe Addition erhält man ebenso [bv] = in 
Übereinstimmung mit Gleichungen (1) und (28), die nur 
spezielle Fälle des gegenwärtigen darstellen. 

c) Auflösung der Normalgleichungen für drei 
und mehr Unbekannte. 

Die Normalgleichungen für drei Unbekannte x, y , z 
sind in § 14 aufgestellt worden und lauten 

[a a]x -}- [ab] y -\- [a c] z -^ [al\ = 
[a b] x + [bb]y+[bc]z + [bl\ = 

. [ac]x + [bc]y + '[cc\z + [cll=0. 

Gerade wie bei der Bestimmung zweier Unbekannten 
zeigt sich auch hier in der Anordnung der Koeffizienten 
eine bemerkenswerte Symmetrie. Die Diagonale durch 
die Koeffizienten von links oben nach rechts unten trifft 
die Quadratsummen. Zu beiden Seiten von ihr sym- 
metrisch angeordnet sind identische Produktensummen. 
Die Entwicklung in § 14 läßt erkennen, daß dieselbe 
Symmetrie auch für 4 , 5 . . . ;« Unbekannte zutrifft. 
Wir verwenden daher in allen Fällen das dieser Eigen- 
tümlichkeit Rechnung tragende Gaußsche Reduktions- 
yerfahren, mit Hilfe dessen wir grundsätzlich 

in der 1. Reduktionsstufe die 1. Unbekannte links eliminieren, 

r i> ^' .11 n ^* n 11 11 

11 11 «'• t) 11 *^» V 11 11 

bis schüeßUch in der (;« — l)-ten Reduktionsstufe von 
den X Unbekannten nur noch eine übrig ist. 
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Die Eliminierung der linksstehenden Unbekannten 
erfolgt allgemein in jeder Reduktionsstufe, indem wir zur 

«-in- 1 T j- .^2.Koeff. derLReihe ,,. , ^', ,.. 
2.NormalgL die mit i,Koeff.derLR^ibe "^^^P^' ^•^^' ^^^"^^' 
3.Koeif.derI.Reihe 



l.Koeff. der I.Reihe 
4.Koeff.derLReihe 
l.Koeif. der I. Reihe 



1. 



wodurch jede folgende Reduktionsstufe gegenüber der vor- 
herjgehenden eine Unbekannte und eine Gleichung verliert 
Auf obige drei Gleichungen angewandt, ergibt dieses 
Yerfahren unter Benutzung der Symbole (29) als erste 
Reduktionsstufe zwei Gleichungen mit zwei Un- 
bekannten und derselben bemerkenswerten Symmetrie 
der Koeffizienten wie bisher: 

I. Redttktionsstufe { 

[ [bc'l]y+[cc'l]z+[cl'l] = 

Wenden wir das G au ß sehe Reduktionsverfahren jetzt 

auf die erste Reduktionsstufe an, und addieren die mit 

[bC'l] 
—TTT — TT multiplizierte erste Gleichung zur zweiten, 
[o • IJ 

so erhalten wir aus den obigen Gleichungen mit den 

Unbekannten y und z die zweite Reduktionsstufe: 

imd daraus die letzte, dritte Unbekannte: 



[''''•^l-fl^t^^-i] 



6* 
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ein Ausdruck, so schwerfällig, wie der auf S. 80 für y 
erhaltene. 

Für die zweite und (im Falle von mehr als drei 
Unbekannten) jede folgende Reduktionsstufe müssen wir 
daher ziu* Schreibvereinfachung die in (29) eingeführte 
Symbolik fortsetzen. An Stelle des Nenners [aa] der 
ersten tritt für die zweite Reduktionsstufe der Nenner 
[bb ' 1] , imd es bedeutet in ihr ganz analog wie in (29) 



(29) 






► usw., 



für die dritte Reduktionsstufe kommt der Nenner [cc > 2] , 
und es bedeutet beispielsweise 



(29> 






USW., 



für die vierte Reduktionsstufe kommt der Nenner [dd • 3] , 
und es bedeutet 

(29) \fl.3]-^^^[dl.3] = [fl.4.] usw., 

für die fünfte Reduktionsstufe kommt der Nenner [e e • 4] , 
und es bedeutet u. a. 

(29) lfl.i]-tLl^[el.i] = \fl.5] 

USW. Damit geht der oben gefundene Ausdruck für x 

über in: 

\cl' 21 

[c c • JJ 
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Auch bei drei und mehr Unbekannten erhält man 
durch Multiplikation der Fehlergleichungen 1 , 2 . , . A 
der Reihe nach mit ßj , a^ ... ax, bzw. fei , ftg • • • ^a ? 
bzw. Ci , Cg ... cx, Addition der vertikalen Reihen und 
Yergleichung mit den Normaigleichmigen: 

[a a]x + [a b]y -{- [a c] z -{- [a l] = [av] = 
(33) . [ab\x+ [bb\y + [bc]z+ [bl] = [6t;] = 

[ac]x + [bc]y -f- [c c] z -^[cl] = [cv] = 0' 

in Übereinstimmung mit Gleichungen (31) und (28). 

Auf gleiche Weise bestimmen wir jetzt die bisher 
vorletzte Unbekannte y, nachdem wir die Normal- 
gleichungen so umstellten, daß sie als letzte erscheint 
und die Quadratsummenkoeffizienten in derselben Diago- 
nale von links oben nach rechts unten stehen wie folgt: 
[cc]z+[ac]x + [bc]y + [cl\ = 

[a c]z -f [a a]x + [ab]y + [a1] = 

[bc]z+[ab]x+[bb]y+[bl\=0 . 
Ist y bestimmt, so sorgen wir endlich durch abermalige 
Umstellung nach der vorgeführten Regel, daß die jetzt 
zu bestimmende Unbekannte x hinten steht. Die An- 
ordnung der Gleichungen wird dann die folgende: 

[bb]y+[bc]z+[ab]x + [bl\ = 

[b c]y + [c c] z + [a c] X -\- [cl] =0 

[ab]y-\-[ac]z-\-[aa]x-^[al] = , 
Die Arbeit der Reduktioo und Auflösung der Gleichungen 
kann auf diese Weise völlig schematisch erfolgen. 

Wir haben damit einen Weg der Auflösung gefunden, 
der sich in ganz gleicher Weise für beliebig viele Un- 
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bekannte anwenden läßt Die Zahl der nötigen Reduktions- 
etufen ist dabei immer um eins kleiner als die Zahl der 
(unbekannten. . 

Das Ergebnis der Auflösung war für: 



eine ün- ( 
bekannte l 


[a^ 
[aa]^ 


zwei ün- f 
bekannte t ^ "" 


[bl.l] 
[66-1] 


drei Ün- 1 


[cl-2] 



[av] = oA (27)u.(28) 



bekannte 



[cc- 2] 



[av\ = 
[bv] = 
[cv] = 



(32) u. (33) 



Die Fortsetzung des Verfahrens ergibt (was sich durch 
Analogieschluß voraussehen läßt) als Wert der letzten von : 

[av] = 
[dl 'S] 



vier Un- 
bekannten 

fünf Un- 
bekannten 



X. = 



[dd- 3] 



x. = — 



[ee • 4] 



[bv] = 
[cv] =0 
\dv] = , J 
[av] = 

[ev] = 



(34) u. (35) 



(34)u.(35) 



usw. 



§ 16. Bestimmung der mittleren Fehler m der Be- 

obachtnngswerte L ans den ihnen zuzuschlagenden 

Verbesserungen r. 

Die ursprünglichen Beziehungen zwischen den Unbekann- 
ten X , . . und den Beobachtungswerten Xj • • » L^ hießen 



(25) 



{: 



/\(X, r...)-A = o, 
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Da die Beobachtungswerte L unmöglich fehlerfrei sein können, 
sahen wir uns genötigt, ihnen — zunächst noch unbekannte — 
Verbesserungsbeträge -j-v zuzuschlagen, so daß wir uns mit 
den Gleichungen genügen lassen mußten: 

(25 a) ' 



r^,(x, Y...)- 



womit die wahrscheinlichsten Werte der Beobachtungsgrößen 
lauteten r _i •, 



Wir haben sodann zum Zweck der Einführung linearer Form 
der Beziehungen die Unbekannten 

X\ [N^ + x 

Y \ ersetzt durch < -ZV^, + y 

wobei N^ , Nj . . . Näherungswerte der Unbekannten und 
X, y ., . die jetzt als neue Unbekannte aufzufassenden 
kleinen Zuschläge zu diesen Näherungswerten darstellten. Die 
Fehlergleichungen gingen damit über in die Form: 



(25 e) 



{• 



a^x + biy-\ [-h = v^ , 



so daß an Stelle dßs negativen Wertes der Beobachtung L 
der Überschuß l desjenigen Wertes über ihn trat, den man 
durch Einsetzen der Näherungswerte Nj^ , Ny ... in die Be- 
ziehungen F{X^Y) errechnete. 

Der an der Beobachtuogsgröße L aozubringeode Yer- 
besseningszuschlag + v erlitt durch diese Additiooal- 
konstante F(Nx^ Ny » . .) natürlich ebensowenig eine 
Änderung, als die der Beobachtung oder der gesuchten 
Größe X . . . (s. § 18) innewohnende Genauigkeit. 

Die den Beobachtungswerten L zuzuschlagenden Ver- 
besserungen V lassen sich nun nach erfolgter Ausrech- 
nung der neuen Unbekannten a? , «/ . . . oder der Un- 
bekannten X, F . . . aus Gleichung (25 e) bzw. (25 a) 
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berechnen. Je kleiner diese nötigen Verbesserungen 
sind, um so genauer ist die Beobachtung ausgeführt. 
Als Kriterium für die erreichte Beobachtungsgenauigkeit 
kann demnach die Größe dieser Verbesserungszuschläge v 
dienen. Dabei hat luis aber schon die bisherige Unter- 
suchung gezeigt, daß nicht etwa der durchschnittliche 

Wert d = '—^ dieser Verbessenmgszuschläge einen 

zutreffenden Genauigkeitsmaßstab liefert, sondern daß 
wir, um größere Beobachtungsfehler stärker in die Wag- 
schale zu werfen und gleichzeitig den störenden Vor- 
zeichenunterschied wegzubringen, die Quadrate dieser 
Verbesserungen betrachten müssen. Wir verfahren dabei 
in Übereinstimmung mit der Bedingung [vv\ — Min., 
welche uns die wahrscheinlichsten Werte der Unbekannten 
lieferte. Denn es liegt nichts näher, als den Wert der- 
jenigen Funktion der Beobachtungsfehler, welche wir 
durch entsprechende Auswahl der Unbekannten zum Min. 
machen wollen, gleichzeitig als Maßstab für die erreichte 
Beobachtungsgenauigkeit zu benutzen. 

Ist nur eine einzige Unbekannte vorlianden, zu deren 
Bestimmung n Beobachtungsweite L dienen, so daß 
unsere Fehlergleichungen heißen 

so tritt aa? an Stelle von L in Gleichung (2), und wir 
haben wie dort nach Gleichung (5 b) direkt den mittleren 
Fehler einer Beobachtung 



'-±i/s-- 



Es fragt sich aber, ob der Nenner {n — 1) auch im Falle 
der Bestimmung von 2,3...;« Unbekannten aus 
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§ 16. Bestimmung der mittleren Fehler m usw. 89 

A Beobachtungen bzw. X unabhängigen Bestimmungs- 
gleichungen gilt. Diese Frage läßt sich durch direkte 
Entwicklung, einfacher aber noch durch folgende Über- 
legung beantworten: 

a) Welches auch die allgemeine Formel für die Berech- 
nung des mittleren Fehlers m einer Beobachtung aus 
den Verbesseningen v sein möge, für den Fall der 
Bestimmung einer einzigen Unbekannten aus X Be- 
obachtungen heißt sie: 

(5b) -^ = 7^- 

b) Ist A < ;« , so lassen sich aus den Gleichungen nicht 
einmal die Werte der x Unbekannten, also noch viel 
weniger die bei der Beobachtimg erreichte Genauig- 
keit errechnen. Die Einsetzung von X und x in die 
gesuchte Formel für m muß also zu einem imaginären 
Wert führen. 

c) Ist X== x^ so lassen sich wohl die Werte der Un- 
bekannten Xj F . . . , aber keüie den Beobachtungs- 
werten zuzuschlagenden Verbesserungen v berechnen. 
Die zwischen den Werten für die Unbekannten und 
den Beobachtungsgrößen bestehenden Beziehungen 
werden durch flie Beobachtungswerte, so fehlerhaft sie 
sein mögen, genau erfüllt. Der mittlere Beobachtungs- 
fehler m bleibt somit unbestimmt, was die für ihn 
aufzustellende Formel zum Ausdrucke bringen muß. 

d) Ist A > ;« , so ist für die Unbekannten Überbestimmung 
vorhanden, folglich gehen jetzt die Beziehungen (25) 
in die Fehlergleichimgen (25 a) und (25 e) über. Letztere 
liefern A, den Beobachtungswerten L zuzuschlagende 
Verbesserungen «;, aus denen sich der mittlere Be- 
obachtungsfehler m um so sicherer ergibt, je größer X . 
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e) Der gesuchte Ausdruck für den mittleren Beobach- 
tungsfehler m kann nach dem Vorstehenden nicht bloß 
abhängig sein von {vv\ und der Zahl X von Bestim- 
mungsgleichungen, sondern auch von der Zahl x der 
Unbekannten, muß also lauten: 

m = F{[vv], A, k) . 

f) Er darf jiur für den Fall w = ergeben, wenn die 
Beobaehtungs werte fehlerfrei sind, i;^ = Vg = • • • = 
(was bei wirklichen Beobachtungen nie zutrifft). 

Alle diese Forderungen sind erfüllt durch die Glei- 
chung: 



(36) m; 

Sie liefert: 
a) für X = 1 wi 



2 __M_ 



A-1 



,v -.. , ^ 4 [vv] ,. ( was auch V sein möge, 

b)fürA<x m»= *• ;. = negativ] ^ , ,. , . . .r ' 

negativ ® ( folghcn m imaginär; 



c) für>l = « »»» = M 



= yr = unbestimmt (weil v^ = Vg = • • • = 0) ; 

d) für A > ;.. w« = ^ . 

Je größer A , um so größer auch die Zahl der zur Berech- 
nung von m verwendeten v . Um so sicherer also die Be- 
stimmung von m. 

f ) für Xy H wird m nur = , wenn [t? r] = , weil jeder 
Einzelbetrag v^ eine endliche positive Größe darstellt, die 
mit A — K wächst. 
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§ 17. Ableitungd. Wertes der Fehlerquadriatsumme [vv] usw. 9 1 

§ 17. Ableitung des Wertes 

der Fehlerqnadratsnmme [vv] als Nebenprodukt 

der Reduktion der Normalgleichungen. 

Die Berechnung der zur Erkenntnis der Beobach- 
tungsgenauigkeit nötigen Fehlerquadratsurame [v v] durch 
Einsetzung der für die Unbekannten x.., erhaltenen 
Werte in die Fehlergleichungen ist schwerfällig. Wir 
suchen daher auf anderem Wege zum Ziele zu gelangen. 
In § 14 haben wir für [vv] beim Vorhandensein von 
drei Unbekannten die Gleichung aufgestellt: 
[vv] = [aa]x* + 2[ah]xy-\-2[ac]xz + 2[al\x + [bb] y^ 
+ n^c\yz + 2[hl]y + [cc]z^-\-2[ct\z+[ll], 

welche für jede beliebige andere Zahl von Unbekannten 
ganz analog lautet (vgl. z. B. § 15 für eine Unbekannte). 
Aus obiger Gleichung wollen wir nun versuchen, die 
Unbekannten a?,^, z zu eliminieren. Zu diesem Zwecke 
kehren wir ziu* Auflösung der Notoalgleichungen zu- 
rück (S. 82), deren erste wir — quadriert und durch \a(i] 
dividiert — von dem obigen Ausdruck für \yv] subtrahieren. 
Unter gleichzeitiger Einsetzung der Gau fischen Symbole 
erhalten wir dann: 
[vv]==[hh '\]y^ -^2[h c ' \]y z -\-2[hl' \]y -\-[c c ' l]z^ 

+ 2[cM];2?+[/M]. 

Subtrahieren wir von dem jetzt gewonnenen Aus- 
drucke für [vv] die linke Seite der quadrierten und mit 
[66-1] durchdividierten ersten Gleichung der ersten Reduk- 
tionsstufe (s. S. 83), so erhalten wir imter wiederholter 
Anwendung der Gau ß sehen Symbolik 

[vv]==[cc'2]z^ + 2[cl'2]z-\-[ll'2] . 

Subtrahieren wir endlich von dem obigen Ausdrucke 
für [vv] die linke Seite der quadrierten und durch [cc • 2] 
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dividierten Gleichung der zweiten Rednktionsstiife 
[cc'2]z + [cl'2] = , so erhalten wir als Quadrat- 
summe der Verbesserungen der Beobachtungen im Falle 
von drei Unbekannten: 
(37) [vv]=^[lhS]. 

Im FaUe der Bestimmung von x Unbekannten ergibt* 
sich genau auf demselben Wege: 
(37) [vv] = [lhx\. 

So liefert z. B. die Bestimmung einer einzigen Un- 
bekannten r , r 1 « 1 rt r n i ri n 
[vv] = [aa]x^-{'2[al\x-\-[ll\ , 

Setzt man nach (27) 



[aa] ' ■" [aa]^' 

so kommt 

Erwägt man, 

daß aus : [l q sich ergibt [11-1] = [II] — -j^ [a fl 

„ . [ii'i] . . [H-2] = pri]-{J-^-^j[6;-]] 

, „ [lh2] „ „ [n.3] = [n.2]-|^[cr2], 

so wird klar, daß man die Quadratsumme der Verbesse- 
rungen V gelegentlich der Reduktion der Normal- 
gleichungen in demselben Augenblick erhält, in welchem 
die zuletzt stehende, also zuerst gesuchte Unbekannte 
gefunden wird. Man hat zu diesem Zwecke außer den 
Koeffizienten [aa] , [ab]^ [ac] , [al] nur noch die Quadrat- 
summe [II] einzuführen und bei der Reduktion ebenso 
zu behandeln, wie jene. 
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Da die Beobachtungsverbesserung v, also auch \yv\ 
ihren Wert nicht ändert, wenn man statt der zuletzt 
stehenden nach erfolgter Umstellung die vorher zweit- 
letzte Unbekannte usw. bestimmt, so erhält man dadurch 
eine Kechenprobe für die richtige Durchführung der 
ganzen Eeduktionsarbeit, daß die End werte [II »x] der 
Reduktion für alle Unbekannte einander gleich sein müssen. 

§ 18. Mittlerer Fehler M nnd Gewicht P der berech- 
neten Unbekannten ans den Verbessernngsznschlägen v 
der Beobachtnngswerte i . 

Von den gesuchten Größen JC, F. . . besitzt jede 
dieselbe Genauigkeit, wie die ihr entsprechende, durch 
Subtraktion des Näherungswertes JVx , Ny . . . daraus 
entstandene neue Unbekannte x^ y , , . Beide bedürfen 
derselben unbekannten Yerbesserung, um zum unzugäng- 
lichen wahren Wert bzw. Zuschlag ergänzt zu werden, 
beide haben denselben mittleren Fehler M, 

Dieser mittlere Fehler M hängt jedenfalls vom mitt- 
leren Fehler m, oder den wahi^scheinlichen Verbesse- 
rungen V der Beobachtungswerte L ab, denn je kleiner 
diese (und je größer ihre Zahl), um so genauer lassen 
sich auch die gesuchten Größen bestimmen, deren Kenntnis 
sie vermitteln (s. Satz S. 54/55). Nachdem wir mittels 
Gleichung (36) gelernt haben, aus den Verbesserungen v 
die — im vorliegenden FaUe gleich großen — mittleren 
Fehler m der Beobachtungswerte L zu berechnen, gibt 
uns § 1 2 die Möglichkeit, auch diejenigen der unbekann- 
ten Zuschläge x^y . , , oder der Unbekannten X, F. . . 
zu finden, sobald es uns gelingt, aus den Normalglei- 

chungen 

[aa]x-\-[ah]y'\ \-[al\ = Q 
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explizite Funktionen für die Unbekannten zu bilden von 
der Form X = F{L^ , Lg . . . )? ^d^r a; = 99 (^ , /^ . . . )? 
oder 

^^ \y=^ß^l^ + ß.h + - + ßnln' 

Dabei steht von vornherein fest, daß die zu bestimmenden 
Koeffizienten ^ ^ 

Fimktionen der Koeffizienten a, b . , . der Fehlerglei- 
chuugen sind. . 

Zur Umwandlung der Normalgleichungen in explizite 
Form für die Unbekannten nehmen wir den Fall zweier Un- 
bekannten, für welchen Gleichung (30) lieferte: 

' • _ [6M] 

^- [66.1] • 

Der Nenner ist unabhängig von l^ kommt also für die ge- 
wünschte auseinandergezogene Form (a) nicht weiter in Be- 
tracht. Der Zähler lautet auseinandergezogen 

woraus wir erhalten 



(b) 



(c) 



Die Vergleichung der Gleichungen (a) und (b) liefert 

^^=-[66ärr~F^^)' 
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und mit diesen Koeffizienten die Möglichkeit, den Wert der 
Unbekannten y nach Gleichung (a) zu berechnen.- Daran haben 
wir nun kein Interesse, wohl aber an der Berechnung von 

idyy (dyy 

\dlj ' \dlj •••' 

weil nach Gleichungen (24 b), (24 c) und (24 d) 

Setzen wir den allen Beobachtungswerten gemeinschaftlichen 
mittleren Beobachtungsfehler m gleichzeitig als mittleren 
Fehler f* der Gewichtseinheit fest (behaften jede der Be- 
obachtungen mit dem Gewicht 1), so kommt daraus: 

i=l(t)1- 

Wir. erhalten nun aus Gleichung (a) und (c) 
ei^ ''' [6 6.1] r- [ao]"V 

. ö^ = ^' = -T66TI]-l*»-[^N "«^•. 
also 

\eij [66.1]« V' ^'"'"^ [aa] + "' [aa^J 
(dyy 1 (^t . . [ab] . ,[a6]«\ 

[/jy\'1__L / [a6r' MH 

[\dl)\ [bb-ll'V") ^[aa]^[aa]) 

_ 1 . / [a6]'\ 1 

[66.1]« V""' [aa])~ [66-1] * 
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EiBsetzong in (d) und (e) und in Gleichung (36) liefert für 
den Fall der Bestimmung von zwei Unbekannten: 

(38) if' = _^!_ = _Jüi^— = _Jiii^L_ 
V^"-» -^y [bb.i] (A- 2) [66.1] (X-2)[bb-l] 

(39) P» = 17ix^-[f>f>-^h 



im 



Der Ausdruck [fcft • 1] für das Gewicht der Un- 
bekannten y ist [in Übereinstimmung mit Gleichung (2)] 
der Nenner des zur Bestimmung dieser Un- 
bekannten dienenden Bruchs. Er ergibt sich gelegent- 
lich der Reduktion der Normalgleichungen. 

Durch Analogieschluß, oder durch Überlegungen und Ab- 
leitungen, ähnlich den vorhergehenden, kommt man zum Ge- 
wicht P und zum mittleren Fehler M der bei der Reduktion der 
Normalgleichungen jeweils zu hinterst stehenden Unbekannten, 
gleichgültig, wie groß ihre Zahl auch sei. 

Z. B. liefert Gleichimg (32) für drei Unbekannte 

(39) P^ = [cc.2], 

woraus 

K^^) ^x, p^^ {X-S)[cc'2] (A~3)[cc.2] 
Gleichung (34) für vier Unbekannte 
(39) P,^ = [dd.S], 

woraus 



r2 "'L [^'^] [^^' ^] 



m\ 



(38) ic. = y^ = 



Px, {i. - 4) [dd .3] (A - 4) [dd • 3J 
usw. 
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§ 19. Praktische Ansrechnnni^ der Koeffizienten für 

die Normalgleichnngen. Bedürfnis veränderter Größe 

der Unbekannten, oder der Maßeinheit. Vereinfachte 

Schreibweise. Rechnnngsproben. 

In § 14 haben wir erfahren, wie wir aus den vorhandenen 
Beziehungen zwischen den Unbekannten X, Y... und den 
Beobachtungsgrößen L von der Form (25) F{X, F. . .) — Z = 
die Fehlergleichungen 
(25e) iax + by+-+l^v 

und aus ihnen die Normalgleichungen 



(26) 



I 



[aa]x-\'[ah]y-\ 1- [a q = 



erhalten. 

Die darauf folgenden Paragraphen haben uns die Auflösung 
dieser Normalgleichungen gezeigt. Jetzt handelt es sich um 
die praktische Ausführung der Rechnung. 

Die Koeffizienten a , h ... der Fehlergleichungen 
mögen bereits gewonnen sein. Diejenigen der Normal- 
gleichungen sind zu berechnen. Sie sind teils Quadrat- 
summen [ad\^ [6fc] . . . [i/], teils Produktensummen 
[aft] , [ac] . . . [6 c] . . . . Für die Bildung der einzelnen 
Quadrate und Produkte, wie für die Reduktion der 
Normalgleichiuigen verwendet man, soweit die Genauig- 
keit von drei Stellen ausreicht, den gewöhnlichen loga- 
rithmischen Rechenstab, für größere Genauigkeit Quadrat- 
bzw. Produktentafeln, oder größere Rechenschieber bzw. 
Rechenwalzen, und, falls auch deren Stellenzahl nicht 
ausreicht, Logarithmentafeln bzw. Rechenmaschinen. 

Sind die einzelnen Koeffizienten und Absolut- 
glieder a, 6, . . . / sehr ungleich, so nötigt das 
Vorliandensein besonders kleiner Werte «1), wenn 
sie neben den großen überhaupt noch zum Ausdruck 
kommen sollen, zum Mitschleppen vieler Stellen, zumal 

Weitbrecht, Ausgleichungsrechnung. 7 
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in den quadratischen Siunmen. Dadurch wird die prak- 
tische Rechnung erheblich erschwert. Eine Verein- 
fachung ergibt sich, wenn es gelingt, den Koeffi- 
zienten und Absolutgliedern ungefähr gleiche 
Stellen zahl zu verschaffen. Hierfür gibt es zwei 
Wege. Bei dem einen führen wir statt der Unbekannten 
mit den abnorm kleinen oder großen Koeffizienten in den 
Fehlergleichungen ihren 10-ten, 100-ten . . . Teil oder 
ihr 10-faches, 100-faches ... als neue Unbekannte ein, 
wodurch die zugehörigen Koeffizienten auf den 10-fachen, 
100-fachen . . . Betrag steigen, bzw. auf den 10-ten, 
100-ten Teil ermäßigt werden. Bei Begehung des andern 
wählen wir die Maßeinheiten für die Unbekannten und 
die Beobachtungsgrößen nach Bedarf in Abweichung von 
den bisher eingeführten. (Längen in m oder dm oder 
cm usw., Winkel in Minuten oder Sekunden oder in ana- 
lytischem Maß, Gewichte in kg oder g usw. , jedoch kon- 
sequent in einer und derselben Aufgabe immer gleich.) 
Die schon in § 15 erkannte symmetrische Anordnung 
gleicher Koeffizienten der Normalgleichungen, welche zu 
einem eigentümlichen Reduktions- und Auflösungsver- 
fahren führte, ermöglicht ims auch eine einfachere, ab- 
gekürzte Schreibweise. Betrachten wir z. B. die 
Normalgleichungen für vier Unbekannte: 

[a a] x^ + [a h] x^-\-[ac]x^-^[aä]x^-\-[al\=0 
[ah]x, + [hb]x, + [h c]x, + [hd\x, -t- [62] = 
[a c] ccj + \b c] x^ +" [c c] arg + [c d] a:^ + [c q = 

[aä]x^ + [hä]x^+[cd]x^ -^[dd]x^-\-[dJ] = y 

so erkennen wir, daß wir genau dieselben Koeffizienten in 
derselben Reihenfolge erhalten, wenn wir statt der Q-Iei- 
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chungen selbst jede Zeile zunächst vertikal von oben nach 
unten bis zur Diagonale der Quadratsummen imd dann von 
ihr ab nach rechts horizontal weiter lesen. Unter dieser 
Voraussetzung können wir also den Aufschrieb der Glie- 
der Hnks von der Quadratsununendiagonale sparen; daß 
sie gemacht ist, deuten wir durch Unterstreichen des 
ersten (quadratischen) Koeffizienten auf jeder Zeile und 
eventuell durch Punkte an. Den Anschrieb x^y , , , der 
Unbekannten müssen wir in diesem Fall sparen, weil 
er, solange wir in vertikaler Richtung lesen, nicht richtig 

wäre. 

[a h] [a c] [a d[ 

^— ^ 
[bh] [6 c] 



Abgekürzter 

Anschrieb 

der 

Koeffizienten 
der Normal- 
gleichungen 



[aa] 



[hd] 



[cc] [cd] 



[a1\ 
[hl\ 
[c^ 



[dd] . [dl[ 

Genau dieselben Schreibkürzungen wenden wir bei 
jeder Reduktionsstufe an. 

Ein wichtiges Erfordernis für die stufenweise Aus- 
führung längerer Rechnungen, von denen sich eine auf 
der anderen aufbaut, ist die Herstellung von Rechen- 
proben. Die bloße Wiederholung der Rechnung genügt 
hierfür nicht. 

Eine durchgreifende Probe für die Bildung der Koeffi- 
zienten der Normalgleichungen, wie auch für deren Re- 
duktion erhält man durch Einführung der Summe « der 
Zahlenwerte der Koeffizienten und Absolutglieder 
jeder Fehlergleichung: 

!^i = % + ^ + ^1 H \-k 
«2 = «2 + ^2 + ^2 H Vk 



7* 
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M\iltipliziert man nämlich die erste Zeile dieser 
Summengleichung (40) mit Oj, die zweite mit a<^ usw. 
und addiert vertikal, so erhalt man die KontroUgleichung 

(41) [as] = [aa] + [ah] + [ac] H \- [al\ . 

Führt man dieselbe Multiplikation mit 
K , ^2 ... 

k, k ... 

Äj , $2 ... 

durch und addiert, so erhält man 

[bs]^[ab] + [bb] + [bc]+...+ [b1] 

^^^^ I M = [al] + [b^ + [cl]+...+ [ll] 
^[ss] = [as] + [bs] + [es] + ... + [Is] 

Rechnet man also außer den zur Gewinnimg der Un- 
bekannten jedenfalls erforderlichen Produktsummen 

[a a] [a b] [ac] ... [a /] 
[bb] [bc] ... [bl] 

noch die Produktensummen 

[as] 
[bs]- 

[is] 
so ist nach Gleichung (41) diu-ch jede dieser letzteren 
eine Zeile der Koeffizienten der Normalgleichxmgen sum- 
marisch geprüft. Die Quadratsumme [Z/], welche zum 
Zweck der Ableitimg von [vv] nach Gleichung (36) be- 
rechnet werden muß, wird durch die vorletzte der Kon- 
troUgleichungen (41), und sämtliche Koeffizienten der 
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Nonnalgleichungen einschließlich der Kontrollprbdukten- 
suinmen [a »] . . . [^ s] werden durch [s s] geprüft. 

Will man daher auf die zeilenweise Kontrolle ver- 
zichten, so genügt nach (41), letzte Gleichung als einzige 
summarisch durchgreifende Probe die Berechnung von 

[S5] = [aa] + [a&] + . .. + [&&] + [6 c] + ...+tcq + [Zq 

(s. schematische Darstellung unten, in welcher jede Zeile 
rechts und links des Yertikalstrichs imd die beiden durch 
fetten Druck hervorgehobenen Flächen je gleiche Wert- 
summen beherbergen). 



(41) 



Koefliz. der Nonnalgleiehuiigen 
laäl [ab] [ac] ... [al] 
[ab] [bb] [bc] ... [bl] 
lae] [be] [ce] ... [el] 


Probe 
[as] 
[bs] 

[CS] 


[al] 


[bl] 


[cl] 


...III] 


[Is] 


[as] 


[hs] 


[CS] 


... [Is] 


[SS] 



oder abgekürzt geschrieben 



(41) 



[aä\ 



[ab] 



[ac] 



[bb] 



[bc] 
[ec] 



- — >- 
... [al] 



[bl] 
[cl] 

lii\ 



Probe 
[as] 

[bs] 

[CS] 

\ls] y 



[SS] 

Bei der Reduktion der Normalgleichungen zum Zwecke 
der Gewinnung von aj^ , a^ . . . spielen diese Unbekannten 
nur die passive Rolle, daß in jeder neuen Reduktionsstufe 
eine von ihnen, nämlich die in der vorhergehenden Stufe 
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:lo2 



lixiJcs aufgeführte **"""" ^'*^**^««». \ 

Anschrieb der rr' i,^^'^**'^<Iet V i 

geändert we,^en "^^»ten ««Ibet^.^ «^er den 
Zimten laa], ^^,^^^ ^'^I^^nkS^^ «^terlaC 
arbeit auch auf dlT' ^'»'t nZ^/"^ *« S' 
Kontro%Ieichu«g *^ S„„,„eugh-^ J^« ,^«S" 

den zur BerechmT 'f '^ «"«. «o änXl J' f**] ^^^j*^ 
dienten der^^? fr ü^^^^^^^ert sich dai^ ' ^er 

-i-^* <^- .eHnS'^-^-en fieduÄsstr'e»'?^ - 
^- -^^t aber auch far sie. ^^ ""^'^"^^ 



•lJ+[, 



c/. 



IJ+. 



~(c«, 



•+[;;. ijl 



oder abgekürzt geschrieben 






ij = 



= 



(42) 



f^/ 
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(43) 



[cc- 2] +...+ [«?. 2] 


- [c « • 2] = 


[ei.2]+--+[ll'2] 


-\ls'2] = Q 


-[es. 2] [ls'2] 


+ t.'»«-2] = 



oder abgekürzt gesehrieben 



(43) 



[CC.2]. 


..[el.2] 


Probe 
[es -2] 


• 


[11.2] 


[ls-2] 






[SS -2] 



Ist die Zahl der Unbekannten = 3 , so fallen die 
obigen, weitere Glieder andeutenden Vorzeichen und 
Punkte weg, und es ergibt sich die bei der Reduktion 
noch übrig gebliebene rechtsstehende Unbekannte 

[cc.2] * 

Die Fortsetzung der Reduktion liefert dann als 
dritte Reduktionsstufe, welche keine Unbekannte mehr 
enthält: 

[//.3] -[Z5.3] = 
-[ls-3] + [ss'3] = , 
oder als Haupt- und Schlußprobe in Verbindung mit (37) 
(44) [// . 3] = [/s . 3] = [äs . 3J = [vv] 

drei absolut gleich große Zahlen, deren Wert die Fehler- 
quadratsumme [vv] vorstellt. 

Ist die Zahl der Unbekannten = x , so liefert die 
x-te Reduktionsstufe 

[ll-x] =^[l8'X] = [88'X]==[0V], 



(44) 



{-! 
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Zahlenbeispiel (für von Haus aus lineare Funktion 
zwischen den Unbekannten und den Beobachtungsgrößen). 

Zur Bestimmung der Richtungsunterschiede zwischen viei 
von einem Punkte ausgehenden Strahlen OA, OB, 00^ OD 
wurden sämtliche zwölf, zwischen je zweien von ihnen vor- 
handene Winkel je mit gleicher Genauigkeit gemessen (Winkel- 
messung in allen Kombinationen) und zwar: 

1. ÄOB= 106« 52' W n. T. 1. BO I) = 178« W 13" n. T. 

2. B00= 99« 78' 12'' „ „ 8. BOA =293M7'50" 

3. COJD= 78« 95' 97" „ „ 9. COA = 193« 69' 29" 

4. JDOA = 114« 73' 35" „ ,, 10. COB = 300« 21' 78" 

5. AOC=206«30'68" „ „ 11. 2>0-B= 221« 25' 90" 

6. A OD =285« 26' 60" „ „ 12. 1)0(7= 321« 05' 00" 

Lösung: Zur gegenseitigen Festlegung von vier Strahlen 
genügen drei voneinander unabhängige Winkel. Die. Zahl 
der überschüssigen Stücke ist also 12 — 3 = 9, die Zahl der 
Fehlergleichungen 12, die Zahl der Unbekannten 3. 

Die gesuchten („Soir'-) Werte^für die Richtungsunter- 
schiede mögen sein: 

Winkel AOBj=X 

„ BOC=r, 

„ COD = Z. 

In § 14 haben wir für die zwischen den Unbekannten 
und den Beobachtungsgrößen L bestehenden Beziehungen all- 
gemein folgende Normalform gewählt: 

(25) F{Xf(Y, Z)--L = 0. 

Diese Normalform ging durch Einführung von Näherungs- 
werten N^^ Njr^ N^ für die Unbekannten und unter Beach- 
tung, daß die Beobachtungswerte L nicht fehlerfrei sind, 
sondern Verbesserungszuschläge v verlangen, in die Form der 
Fehlergleichungen über: 

(25e) ax-\-by-{-cz-{-l = v. 
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Da allgemein die Funktion F(X, Y, Z) lediglich den Soll- 
wert der betreffenden Beobachtiingsgröße L darstellt, so ist im 
gegenwärtigen Beispiele die dem jeweiligen Beobachtungs- 
wert L entsprechende Funktion F der Unbekannten einfach 
durch sinngemäße Addition, bzw. Subtraktion der letzteren 
zu gewinnen, und es ergeben sich die Fehlergleichungen nach 
der Regel: 

Soll — Ist = Verbesserung. 

Im Interesse bequemer Rechnung [also nicht, wie im 
Falle nicht linearer Funktion, zur Linearmachung der Be- 
ziehungen (25)] führen wir auch hier Näherungswerte für die 
Unbekannten ein und setzen: 

-4O5 = Z = i^^ + a:=106*52'43" + a; , 

BOC=Y=Ny + y= 99«78'12"-f y , 

COD^Z = N;^ + z= 78«95'97'' + r . 

Damit erhalten wir durch Subtraktion jedes gemessenen 
Winkelwertes je von dem durch entsprechende Zusammen- 
setzung der Unbekannten gewonnenen Sollwerte die 12 Fehler- 
gleichungen: 



1. 


X +0 =v. 


7. 


+y + 


2r— 4" =v, 


2. 


y +0.=r, 


8. 


— X 


+7" =v. 


3. 


2r+0 =V8 


9. 


-x-y 


+ 16" = r3 


4. 


^x-y—z + W^^v, 


10. 


-y 


+ 10'' = t.,o 


5. 


+x+y -13" = n 


11. 


-y- 


z + V =r,, 


6. 


^x+y+z-^" =vs 


12. 


— 


^ + 3" =t;,. 



Die Koeffizienten der Unbekannten sind demnach alle 
= 1 oder . Zur bequemeren Rechnung ist es wünschens- 
wert, daß auch die Absolutglieder l möglichst nahe dem 
Werte 1 liegen. Dies wird erreicht, wenn man als Einheit 
sowohl für die Absolutglieder 2, als auch für die unbekannten 
Zuschläge x^y,z statt der Sekunden Dekasekunden (Zehner- 
sekunden) wählt. Damit erhält man tabellarisch angeordnet 
folgende Koeffizienten der Fehler- und der Normalgleichungen: 
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'2 + 


1 • 

i ^ 
1 


1— 1 


1— 1 


00 


5 


CX) 


CO 


s 

ö" 


CO 

1-H 

o 


o 


Tv4 

CO 
CO 


05 

o 


CO 

1-H 

00 

T-H 


^ 1 


1 
o 


o 


o 




T-H 




CO 


T-H 


•>* 

CO 

o 


o 


1-H 

ö" 


1-H 


CO 


=: + 


o 


o 


o 


CO 

T-H 


T-T 


CO 

ö" 


CO 

1-H 


5 

ö" 


.CO 


1-H 


s 

o 


s 

o 


CO 
CO 
00 


2 + 


o 


o 


1-H 


T-T 


o 




co_ 

T-T 


o 


o 


o 


1-H 


o 


T-J^ 


« 1 


o 


o 


o 


1-H 


o 


00 




o 


o 


o 


o 


s- 




1 '^^ 


o 


o 


T-H 


1-H 


o 


1-H 


T-H 


o 


o 


o 


T-^ 


T-H 


CO 


\z + 


o 


,_, 


o 


I>^ 


o 




co^ 

1-H 


o 


ö" 


o 


Ol 

T-« 


o 




:3 1 


o 


o 


o 


CO 

T-H 


CO 
1-H 


00 

o 


o 


o 


co_ 

T-« 


1-H 


T-^ 

o 


o 


co" 


'X + 


o 


o 


o 


T-H 


o 


T-H 


1-H 


° 


o 


o 


T-H 


o 


•^ 


2 + 


o 


*— 1 


o 


1-H 


T-H 


T-H 


T-l 


o 


T-H 


- 


T-^ 


o 


00 


s + 


T-H 


o 


o 


*-H 


o" 


(N 

.J^- 


o 


CO 




o 


o 


o 


CO 
CO 


8 1 


o 


o 


o 


co^ 

1-H 


CO 

T-« 


§ 


o 




co^ 


o 


o 


o 




iS + 


^ 


o 


o 


T-H 


o 


T-^ 


o 


o 


o 


o 


o 


o 


(M 


1 + 


o 


o 


o 


1-H 


T-H 


-H 


o 


o 


T-H 


o 


o 


o 


^ 


1 + 


T-H 


o 


o 


T-H 


*-H 


1-H 


o 


T-^ 

• 


T-4 


^ 


o 


o 


CO 


00 


+ 


+ 


+ 


1-H 

1 


+ 


+ 


co^ 

T-H 

+ 


CO 

1 


1 


o 


05^ 

T-H 

1 


1 


+ 


t 


o 


o 


o 


CO 

+ 


CO 

7 


00 

1 


1 


+ 


co^ 

1-H 

+ 


1-H 

+ 


T-H 

+ 


CO 

o 

+ 


+ 


' « 


o 


o 


1— ( 

+ 


7 


o 


1-H 

+ 


1-H 

+ 


o 


o 


° 


T-« 

1 


T-H 

1 


o 


. .Ja 


o 


+ 


o 


T-H 

1 


1-H 

+ 


1-H 

+ 


1-H 

+ 


o 


1-H 

1 


1-H 

1 


1-H 

1 


o 


o 


1 ö 


l-H 

+ 


o 


o 


«-H 

1 


1-H 


1-H 

+ 


o 


1-H 
00 


1-H 

1 

O) 


o 


o 


o 


o 

II 


Sanqo 
-!»lO 


1-H 


(M 


CO 


^ 


CO 


o 

1-H 


1-H 
1-H 


(N 


^ 
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Ausrechnung mittels Rechenschiebers: 
Koeffiz. der NormalgleichüDgen u. Reduktion 



+6 +4 +2 -5,7 

(-21) (-11) (+3,8) 

+8 +4 -6,5 

(-♦) (+1,9) 

+6 -2,9 

(-M2) 
+8,83 



+ 6,3 

(- 4,2) 

+ 9,5 

(- 2,1) 

+ 9,1 

(+ 5,98) 

- 6.77 

(- 6,62) 

+18,13 
1. Reduktionsstufe u. Reduktion 



+H 



+2i 

i-H) 

+5i 



-2,7 

(+1,35) 
-1,0 

(-1,37) 
+2,91 



IctiOB 

+ 6*8 


(- 2,65) 


+ 7,0 


(+ 2,68) 


- 0,79 


(- 5,27) 


+ 11.61 



Probe 
+ 6,3 

+ 9,5 

+ 9,1 

- 6,77 

+ 18,13 
Probe 
+ 5,3 

+ 7,0 

- 0,79 

+ 11,51 



2. Reduktionsstufe u. Reduktion 



+4 



Hieraus 

__ [cl-2] 



+0,36 
(-0,02) 
+1,54 



Probe 
+ 4,35 

+ 1,89 

+ 6,24 

= —0,09 Dekasekd. = —0,9" 




0,35 
4 
0,9" = 78« 95' 96,1" 



[cc.2]"" 
Z =78^95' 97'' - 
P^=[cc-2] = 4. 

8. Reduktionsstufe u. Schlußprobe. [« v] . 
+1,52 +1,61 
+ 1,60. 
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Mittlerer Fehler einer Messung 

"* = ±y^ ^ i^'-*! Dekasekd. = +4,1", 
mittlerer Fehler des Winkels Z 

-^.M= — = +^ = 4-2". 

Zum Zwecke der Berechnung der vorletzten Unbekann- 
ten y erfolgt Umstellung der Koeffizienten der Normal- 
gleichungen und Wiederholung des Verfahrens: 

Eoeffiz. der Nonnalffleichun^en u. Reduktion 



+6 



+2 

(-*) 
+6 



+4 -2,9 

(-H) (+0,97) 

+4 +6,7 

(-21) (+1,93) 

_+8 -6,5 

(-1,40) 

+8.33 



+ 9.1 

(- 3,0) 

+ 6,8 
(- 6,07) 

+ 9,5 
(+ 4,40) 

+ 6,77 
(-13,8) 

+ 18,18 



1. Reduktionsstufe u. Reduktion 



+5i 



+2i 

(-li) 
+5i 



-4,73 

(+2,37) 
-4,57 

(-4,20) 
+iß,93 



+3,27 

(-1,64) 
+3,48 

(+2,90) 
-2,37 

(-2,00) 
+4,88 



Probe 
+ 9,1 

+ 6,3 

+ 9,5 

- 6,77 

+ 18,13 
Probe 
+ 3,3 



+ 3,43 
-2,37 



2. Reduktionsstufe u. Reduktion 



+4 



-2,20 

(-1,21) 
+2,73 



+1,80 
(+0,99) 

+0,53 
(-0,81) 

+2,33 



+4,33 

Probe 
+ 1,79 

+0,53 

+ 2,33 
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Hieraus 

*' = "It^ = ~ "1~ = +"'^^ Dekasekd. = + 5,5" , 
also 

r= 99<» 78' 12'' + 5,5" = 99« 78' 17,5" 
P^ = [cc.2] = 4. 

a Reduktionsstufe u. Schlußprobe. [« «] . 
+ 1,62 +1,62 
+1.52 

in Übereinstimmung mit der Reduktion für Z , 

Die Berechnung ergibt für die Winkel y und z dasselbe 
Gewicht 4 . Dies war angesichts der symmetrischen Anord- 
nung der Winkelbeobachtung vorauszusehen, denn jeder der 
drei gesuchten Winkel erscheint durch die zwölf gemessenen 
Winkel viermal bestimmt. Wir sind aber dadurch der noch- 
maligen Umstellung und Reduktion für die Berechnung von x 
enthoben. Diese letzte Unbekannte x werden wir durch Ein- 
setzung von y und z in eine der Normalgleichungen ermitteln. 
Z. B. liefert die erste Normalgleichung: 
6aj+4y f22r — 5,7 = 

5,7-4-0,55 — 2 -(-0,09) 

= 6 

^ 5,7 — 2,2 + ,18 ^ 3,68 

6 6 

= +0,61 Dekasekd. = + 6,1" 
und 

X = 106'»52'43" + 6,1" = 106*52' 49,1" 

P^ =4 

^x =+2". 

Wir haben also als Schlußresultat: 
Z= 106« 52' 49,1" + 2" | 
r= 99« 78' 17,5" + 2" i P^ = Pi.==P^ = 4 . 
Z= 78« 95' 96,1" + 2" J 

Eine durchgreifende Probe erhalten wir schließlich durch 
Einsetzung der gefundenen Werte für x, y, -? in die Fehler- 
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gleichungen. Die berechneten v müssen alsdann den G-lei- 
chungen (33) entsprechen: 

[av]=0, [bv] = 0, [cv] = 0, 

und es muß überdies 

[vr] = l,52. 



Fehler- 
Glei- 
chung 


\ + 




av 

+ 1 - 


bv 


cv 


vv 


1 


0,61 




0,61 










0,37 


2 


lo,55 









0,55 







0,30 


3 


1 

i 

1 


0,09 












0,09 


0,01 


4 


0,23 




iO,23 




0,23 




0,23 


0,05 


5 




0,14 




0,14 




0,14 







0,02 


6 


0,27 




0,27 




0,27 




0,27 




0,07 


7 


0,06 




1 


0,06 


0,06 1 





8 


0,09 




0,09 


' i 


:o 

1 


0,01 


9 


|0,44 




'0,44 




0,44 







0,19 


10 


0,45 











0,45 







0,20 


11 




0,36 







0,36 




0,36 




0,13 


12 


0,39 














0,39 


0,15 






[] = 


0,88 


0,90 


1,24 


1,26 


0,69 


0,71 


1,50 



— ^v "^ "^ statt 

0,02 0,02 0,02 



(Abrundungsdifferenzen) 



1,52 



Anmerkung. Hätten wir den Beobachtungswert jedes 
Winkels mit demjenigen seines Implementes zu einem Werte 
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vereinigt fgemittelt), so wäre die Zahl der Fehlergleichungen 
auf die Hälfte reduziert, das Gewicht jedes so gewonnenen 
Winkels auf das Doppelte gesteigert worden. Im übrigen 
wäre der Weg der Rechnung derselbe geblieben. 



3. Kapitel. 

Ausgleichung yermittelnder Beobachtungen yon 
yerschiedener Genauigkeit. 



§ 20. Erweiterung der für gleichwertige Beobach- 
tungen aufgestellten Ansgleichungsgrundsätze anf un- 
gleichwertige Beobachtungen. 

Wenn die einzelnen Beobachtungswerte L , aus denen 
die Unbekannten X, Y , , . errechnet werden sollen, von 
ungleicher Genauigkeit sind (etwa deshalb, weil sie mit 
verschiedenerlei Instrumenten, oder nach verschiedenerlei 
Beobachtungsmethoden, oder auf Grund verschieden oft- 
maliger Wiederholung gewonnen wurden), so ändert dies 
weder an den zwischen beiderlei Größen bestehenden Be- 
ziehungen (25) i<'(X, r. . .) — L = 0, noch an den 
durch Einführung von Näherungswerten iV^. . . . für X . . . 
gebildeten Beziehimgen (25 e) ax + ••• + / = v das ge- 
ringste. Nur wird der — im Falle vorhandener Über- 
bestimmung jedem Beobachtungswert L zuzuschlagende 
und etwa durch Einsetzung der gefundenen Werte für die 
Unbekannten in Gleichungen (25 a) oder (25 e) zu er- 
mittelnde — Yerbesserungsbetrag v, welcher durch die un- 
vermeidlichen Beobachtungsungenauigkeiten nötig wird, 
um so kleiner sein, je genauer die Beobachtungswerte L 
sind. Es ist daher nicht mehr angängig, diese Verbesse- 
rungszuschläge unterschiedslos den weiteren Unter- 
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suchiingen zugrunde zu legen, wie es im vorigen Kapitel 
geschah. Vielmehr werden wir den Weg wieder be- 
schreiten müssen, den wir im 2. Kapitel des I. Abschnittes 
eingesclilagen haben: den Weg der Einführung von Ge- 
wichten p für die einzelnen Beobachtungswerte L . Dabei 
ist klar, daß der negative Wert von L in Gleichung (25) 
dieselbe Genauigkeit, also auch dasselbe Gewicht hat, wie 
der eigentliche (positive) Beobachtungswert und wie das 
Absolutglied / in (25 e), welches gewonnen wuixle durch 
Zuschlag der fehlerfreien Größe i<'(iVy, iVp . . .) zum 
negativen Beobachtungswert. Sind die Gewichte p der 
Beobachtungswerte L bekannt, so können wir damit die 
an den letzteren anzubringenden Verbesserungen v auf 
diejenigen Beträge zurückführen, welche sich ergeben 
hätten, wenn den einzelnen Beobachtungswerten L nicht 
diese veränderlichen Gewichte i>i . . . i?n » sondern allen 
das gleiche Gewicht 1 zukäme. Durch die Steigenuag 
des Beobachtungsgewichtes von 1 auf p wurde nämlich 
auch die Beobachtungsgenauigkeit, und zwar auf das 
yj?- fache gesteigert (Gleichung 15), also der mittlere 
Beobachtungsfehler m und der nötige Verbesserungs- 
betrag V im selben Verhältnis herabgedrückt. An Stelle 
des nötigen Verbesserungsbetrages v der mit dem Ge- 
wichte jo behafteten Beobachtung L wäre daher vorge- 
treten, wenn die Beobachtung nur das Gewicht 1 gehabt 
hätte. Wir können also alle an den Beobachtungswerten 
vom Gewicht Pi, P2 - - - anzubringenden Verbesserungen v 
auf die im 2. Kapitel behandelten eingewichtigen Ver- 
besserungen und die jetzt zu suchende Lösimg auf 
die dort gefimdene zurückführen, wenn wir jeden 
dieser Verbesserungszuschläge mit der Wurzel aus 
dem zugehörigen Beobachtungsgewicht multi- 
plizieren, statt V setzen v'^p , Für die Auswahl der 

Digitized by VjOOQ IC 



§20. Erweiterung der Ausgleichnngfsgnmdsätze usw. 113 

wahrscheinlichsten AVerte der Unbekannten haben wir 
daher statt der Bedingung [vv] = M.in. (s. S. 76) die 
schon in § 9 aufgestellte Bedingung (17): 
[pvv] = Min. 

Wenden wir sie auf die Fehlergleichungen (25 e) an, indem 
wir aus diesen, wie in § 14, zunächst v}, rl ... bilden, jeden 
der dafür gewonnenen Ausdrücke sodann mit i?i , i>2 • • • ^iirch- 
multiplizieren und schließlich addieren, so erhalten wir die 
durch entsprechende Auswahl der Unbekannten a? , y .., zum 
Min. zu machende Summe: 

[pvv] = [paa]x^-\-2[pab]xy-\-2[pac]xz-^ \-2[pal\x 

-\'[pbh]y^ + 2[pbc]yz-\ [-2[pbl]y 

+ lpcc]z^ + -- + 2[pcl]z+[pll] . 

Durch partielle Ableitung und Kürzung mit 2 entstehen die 
Normalgleichungen: 

i'^^=lp^<^]^+lp^<^]y+[p^^]'+'-+[p^^]=^ 



(26 a) 



Die Normalgleichungen (26 a) unterscheiden sich von 
den entsprechenden Gleichungen (26) in § 14 nur dadurch, 
daß an Stelle jedes der dortigen Koeffizienten a, fe . . . 
oder Absolutglieder l der Fehlergleichungen jetzt getreten 
sind: (i]p , b^ , , . l]'p ^ gerade wie auch jeder dortige 
Yerbesserungszuschlag v hier in z?}^ überging. 

Es ist daher nicht nötig, die auf die Normalgleichungen 
gegründeten Ableitungen des 2. Kapitels hier zu wiederholen. 
Wir erhalten vielmehr durch Beachtung dieser Modifikation 

a) im Falle der Bestimmung einer einzigen Un- 
bekannten x: 

Weitbrecht, Ausgleichungsrechnung. 8 
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(27a) 

(28a) 
(37 a) 
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[paa] 

[pav]=0 

[pvv]^[pll-l] 
und für die mittleren Fehler und Gewichte n a c h der Ausgleichung: 
mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1 

(36a) ^•. = ±l/M' 

mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht p 

(36b) 






Gewicht F der unbekannten x 
(39a) P^ = lpaa], 

mittlerer Fehler der Unbekannten x 

■~-r [paa] (A- 



(38a) 



M,= 



yp. 



1) 



Analog ändern sich die Gleichungen des § 15 bei Be- 
stimmung von zwei, drei oder mehr Unbekannten und lauten z. B. : 
b) im Falle der Bestimmung von vier Unbe- 
kannten: 



(29 a) 

(34 a) 

(35 a) 
(37 d) 



[pdl'Z\=^[pdl''i]- 
[pdd-2] = [pdd''l]- 
[pll'i\ = [pll'Z]- 



|> c d • 2] 
[pcc- 2] 
[pcd'^l] 
[pcc*2] 
[j)dr 3] 
[pdd'2;\ 



[pcd'^l] 
[pdl'%] 



[pdd'Z\ 
^ [pav]=Q 

[phv] = 

[pcv]=0 
\ [pdv]=zO 

[pvv]=^[pll' 4] 
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Für die mittleren Fehler und Gewichte nach der Aus- 
gleichung erhält man: 
mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1 

(36a) '' = ±)/fef' 

mittlerer Fehler einer Beobachtung vom Gewicht p 

(36b) ni_— -i^^—^y . 

Gewicht der bei der Reduktion rechts stehenden Unbekannten 

(39a) P=[pdd'S], 

mittlerer Fehler der rechts stehenden Unbekannten 



usw. 
Auch die in § 19 aufgestellten Rechenproben durch 
Einführung der Summen s der in jeder Fehlergleichung 
vorhandenen Koeffizienten a , ö . . . und des Absolut- 
gliedes / bleiben analog bestehen. 

Wenn die ursprünglich zwischen den Unbekannten X, 
y... und den Beobachtungs werten L^ ,,, vorhandenen Be- 
ziehungen lauteten 

(2b) I ^,(z, r...)-A = o 

^"^^^ \ F^{X, Y...) — Lt = usw., 

wobei den Beobachtungs werten L^^L^.., die Gewichte l>i , p« . . . 
zukamen, so haben wir diese Urbeziehungen durch Einführung 
von Näherungswerten N^^ Ny,.. nach dem in § 14 gezeigten 
Verfahren linear gemacht und die Fehlergleichungen geschaifen: 

(25e) { «aa^ + ^sy + Ca^rH h^«=«^« 



Den Absolutgliedem l^.,, kamen dabei dieselben Gewichte 
Pi^ l>a ... zu, wie den Beobachtungswerten L^^ X, ... . Wir 
haben sodann, um die Verbesserungen v je auf die Gewichts- 

8* 
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einheit zurückzuführen, die Fehlergleichungen (25 e) in die 
Form umgewandelt: 

IO'i^x + b.Yp^y + c^yp^z-l h^iVpr=ViVp7 



so daß die Koeffizienten und Absolutglieder der neuen Fehler- 
gleichungen heißen 

«il^i ^yp^f CiVp^^^-liYK usw. 
Wir können jetzt für die Ausgleichung ungleichwertiger Be- 
obachtungen genau dieselben Summengleichungen (40) bilden, 
welche wir in § 19 zur Schaffung von Rechenproben gebildet 
haben, indem wir setzen 

Durch Multiplikation der ersten Zeile mit a, Ypi i der zweiten 
Zeile mit a^^p^ usw. und vertikale Addition kommt: 

(41a) [paa] + [pah] + [pac]-\ ]r[pa^^[pas], 

durch Multiplikation mit b^YPi hzw. b^^p^ usw. kommt: 
(41a) [pab] + [pbb] + [pbc] + ••• + [pb^ = [pb8], 

durch Multiplikation mit li^Pi bzw. l^^Pz usw. kommt: 
(41a) [pal\ + [pbl] + [pc^ + -^+[pl^ = [pl8], 

durch Multiplikation mit s^Yp^ bzw. s^Yp^ usw. kommt: 

(41a) [pas] + [pb8] + [pc8]-\ [-[pl8] = [pss] . 

Wir haben also für die Koeffizienten der Normalgleichungen 
hier genau dieselben Rechenproben, wie in § 19, sobald wir 
nicht bloß jeden Koeffizienten und jedes Absolutglied der 
Fehlergleichungen, sondern auch ihre Summe 8 mit der Wurzel 
aus dem zugehörigen Gewicht multiplizieren. 

Ganz ebenso verhält es sich mit den Koeffizienten der 
ersten Reduktionsstufe, wo 
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(42a) 



[pftftl]+[pftcl]+-+[pftM] 
[pftcl]+[pccl]+-+[pcM] 



-[pb8-l]=^0 
-[l>CÄ-l]=-0 



[pftM] + [pcM] + -+[plM] -[!>/»• 1]^0 



-[ph8'l]~[pC8'l] [pl8'l]\-^[p88'l]^0 

oder abgekürzt geschrieben: 



(42a) 



; Probe 

[pbb'l] \pbcl]..,lpbl'l] [pbS'l] 
Ipcc' 1] .,,[pcl'l] [pC8'l] 



[pll't] 



[pl8'l] 



[PS8 1] . 

In der zweiten Reduktionsstufe ist: 

[pcc 2]+""^[pcl-2]\-[pc8'2] = 



(43 a) 



[pcl'2]'^-'^[pll'2]\-[pl8'2]^0 



[ -[pc8 2] [pl8 •2]\ +lp88'2] = 

oder abgekürzt geschrieben: 

[pcc'2] ..,[pcl'2] 

(43a) 



[pll^] 



Probe 

[PC8'2] 



[pl8'2] 



[P88'2] . 

Endlich kommt die Schlußprobe: 

(44a) [pll'd]^[pl8-d] = [p88'd]^[pvv] . 

Sind die einzeloen L gleichartige, mit demselben In- 
strument und nach denselben Methoden gewonnene Be- 
obachtungswerte, so sind die Gewichte p , die wir bisher 
als bekannt annahmen, einfach proportional den Wieder- 
holungszahlen. Sind sie aber ungleichartig, oder mit ver- 
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schiedenen Methoden und Instrumenten gewonnen, so 
wissen wir über ihre Gewichte zunächst nichts. 

Wir schätzen in diesem Falle zweckmäßigerweise die 
ihnen anhaftenden mittleren Fehler m und berechnen 
hieraus unter beliebiger Annahme eines Gewichtseinheits- 
fehlers IX das zugehörige Gewicht nach Gleichung (15) 

wij : /^ = vi : y^ 



oder f ür /i = 1 



i'i = 



1 

V\ = — r usw. 

»»1 



Führt man mit den so erhaltenen Gewichten, denen ge- 
wisse angenommene mittlere Fehler m zugrunde liegen 
(mittlere Fehler vor der Ausgleichung), die Ausgleichung 
durch, so erhält man nach Gleichungen (36 a) und (36 b) 
mittlere Fehler nach der Ausgleichung, welche mit 
den ersteren übereinstimmen müssen, wenn diese richtig 
gewählt wurden und keine einseitigen Fehlerquellen auf 
die Beobachtungen einwirkten. Nötigenfalls kann man 
die Kechnung mit ihnen bzw. den aus ihnen abgeleiteten 
Gewichten wiederholen. 

Nach dem soeben Erkannten ist 

1 1 

Pi=-^, i?, = --^ usw., 

folglich der Faktor, mit dem sämtliche Koeffizienten 
und die Absolutglieder und Verbesserungszuschläge v 

einer Fehlergleichung multipliziert wurden, ]^ == — . 

Da m eine Größe gleicher Gattung ist wie l und t;, 
so werden diese durch die Multiplikation mit ^ im- 
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benannte Zahlen, was schon zur Ermöglichung der durch- 
zuführenden Differentiationen, Multiplikationen und Qua- 
drierungen vorausgesetzt war. 



4. Kapitel. 

Anwendung der Ausgleichnng yermittelnder 
Beobachtungen auf trigonometrische Punkt- 
einschaltung. 



§ 21. Graphisches Ansgleichnngsverfahren 

für Vorwärts- und vereinigtes Vor- nnd Rückwärts- 

einschneiden. 

Die trigonometrische Punkteinschaltung bildet eine der 
häufigst auftretenden Ausgleichungsaufgal)en aus dem Gebiete 
der Geodäsie. Sie bezweckt die Bestimmung der rechtwinkligen 
Koordinaten Xp und yp von „Neupunkten*^ P auf Grund von 
Bestimmungsstrahlen, die von „Festpunkten^^ ausgehen und 
deren Richtung durch Beobachtung der Winkel « im Neu- 
punkt zwischen ihnen selbst, oder der Winkel ß in den Fest- 
punkten zwischen ihnen und den Verbindungslinien nach 
anderen Festpunkten („Feststrahlen") festgelegt wird. Sind 
solche Winkel ß nur in (mindestens zwei) Festpunkten ge- 
messen, so hat man die Aufgabe des „Vorwärtsein- 
. Schnittes". Sind nur Winkel « im Neupunkt zwischen den 
(mindestens drei) Bestimmungsstrahlen gemessen, so hat man 
die Aufgabe des „Rtickwärtseinschnittes". Wurden 
Winkel sowohl im Neupunkt zwischen den Bestimmungs- 
strahlen selbst (a), als in den Festpunkten zwischen Fest- 
und Bestimmungsstrahlen (ß) gemessen, so wird der Neu- 
punkt durch „vereinigtes Vor- und Rückwärtseinschneiden" 
bestimmt. In jedem Falle orientieren wir die beobachteten 
Winkel oder Richtungen a oder ß zu Richtungs- (Neigungs-) 
winkeln jW der von den Festpunkten gegen den Neupunkt ge- 
richteten Bestimmungsstrahlen. Jede (gleichgültig, ob rein rech- 
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nerische oder graphische) Lösung geht aus von einem seinen 
Koordinaten x^ und y y nach irgendwie ermittelten, möglichst 
nahe dem endgültigen Neupunkt gelegenen „Näherungs"- oder 
„vorläufigen Punkt" N^ so daß als neue Unbekannte nicht mehr 
die Koordinaten x und y des Neupnnktes P selbst, sondern, 
in Übereinstimmung mit dem bisherigen, die Zuschläge dx 
und dy gelten, deren Addition die vorläufigen Koordinaten 
zu den endgültigen ergänzt 

{Xp=^x»-\- dx 
yp=yN+^y 

Um diese Zuschläge zu finden, beachten wir, daß die 
Bestimmungsstrahlen infolge von Ungenauigkeiten in unserer 
eigenen Winkelmessung, sowie infolge von Projektionsver- 
zerrungen .und Mißstimmigkeiten zwischen den gegebenen 
Koordinaten der Festpunkte und dem Standort der letzteren 
sich nicht in einem Punkte und noch viel weniger gerade 
im Näherungspunkte N schneiden, sondern eine fehler- 
zeigende Figur miteinander bilden werden, in deren Nähe N 
liegt und innerhalb welcher wir den wahrscheinlichsten 
Punkt P auswählen müssen. Es wird sich also zunächst 
darum handeln, die gegenseitige Lage der Bestimmungsstrahlen 
und des vorläufigen Punktes N zu erkennen, — in mög- 
lichst großem Maßstabe (etwa 1 : 10) aufzuzeichnen. Zu diesem 
Zwecke berechnen wir aus den orientierten Richtungswerten /m 
entweder die Entfernungen der Punkte von N ^ in denen 
die Bestimmungsstrahlen die eine oder die andere der durch 
N gezogenen Parallelen zu den beiden Koordinatenachsen 
schneiden. Diese tragen wir sodann im gewählten Maßstabe 
von N aus auf den Parallelen in der festgestellten Richtung 
ab, um schließlich durch ihre Endpunkte die Bestimmungs- 
strahlen entsprechend ihrer tatsächlichen Lage unter den 
orientierten Richtungen /i gegen die Parallele zur — x- Achse 
zu zeichnen. (Zur — cc -Achse, weil die jetzt zu zeichnenden, 
vom Neupunkte P ausgehenden Strahlen statt der Neigung' 
/n^=nAP usw. den Richtungswinkel /i + 2 jB = nPA usw. 
besitzen.) Oder wir berechnen außer den orientierten 
Richtungen fi noch die entsprechenden Richtungs- (Nei- 
gunffs-)winkel v von den Festpunkten nach dem vorläufigen 
Punkte N und aus der Differenz S = ili — v und der Strahlen- 
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länge 8 die Querabweichung b des Bestinunungsstrahles 
vom vorläufigen Punkte N, Sie wird (vom Festpunkte aus 

gesehen nach j^u^ für 6 = -\-) von N im ausgewählten 

Maßstabe senkrecht zu der wie oben bestimmten orientierten 
Richtung ji abgetragen , um durch den Endpunkt den Be- 







■tLcFaraHeiezur 



Fig. 5. 

ßtimmungsstrahl parallel zu ebendieser Richtung /m zu zeichnen» 
Ist derart, auf die eine oder die andere Weise die gegenseitige 
Lage der Bestimmungsstrahlen unter sich und zum Näherungs- 
punkt N zeichnerisch bekannt, so handelt es sich um die 

Auswahl des endgültigen Punktes P in der 
„fehlerzeigenden Figur". Dabei ist zu beachten, daß 
bei gleichem Fehler in der Winkelbeobachtung die lineare 
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Abweichung des Bestimmungsstrahles vom wahren Punkt 
wächst proportional der Strahlenlänge s und demgemäß 
das Strahlengewicht für die Punktbestimmung umgekehrt 
proportional zum Quadrat der Strecke s . Auch wird ein 
Strahl, der bloß im Festpunkt oder bloß im ETeupunkt 
beobachtet wurde, nur das halbe Gewicht gegenüber einem 
Strahl besitzen, der mit gleicher Genauigkeit in beiden 
Punkten beobachtet wurde. Folglich wird das Bestim- 
mungsgewicht 

p^ = ^ sein, wenn die Beobachtung einseitig, 

Vb=--^ " " " ') zweiseitig 

erfolgte. Allgemein 

t 
jöa = — , wobei nach dem Vorhergehenden ^=1 



(46) 



oder 2 sein kann. Wo auch immer der endgültige Punkt P 
innerhalb der Fehlerfigur gewählt werden möge: seine 
Abstände h von den Bestimmungsstrahlen stellen deren 
Querverfehlung dar, aus welcher sich rückwärts die an 
den beobachteten orientierten Kichtungen fi anzubringen- 
den Verbesserungszuschläge v nach Eichtiuig und Größe 
berechnen lassen: 

(47) i/' = - q" . 

s 

Gleiche Genauigkeit der Winkelbeobachtung vorausgesetzt, 
ist das Richtungsgewicht p^=p„ = t, und wir müssen 
daher nach Bisherigem verlangen: 



(48a) [tvv] = 



'v^ 
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t 
Setzen wir in (48 a) nach Gleichung (46) |? = — , und 

o 

beachten, daß q konstant, so geht (48a) über in: 

[<t;t;] = ^'(i>iÄ; + ...+i>,Ä^) = Miii., 
d. h. wir haben in der Fehlerfigur den endgültigen 
Punkt P so auszuwählen, daß 
(48 b) ]j>hh] = mii. 

Von den verschiedenen Yerfahren der Punktauswahl in 
der fehlerzeigenden Figiu* benutzen wir das Ton B er tot 
1876 erstmals gezeigte, welches sich auf den Satz stützt: 
„Sind r Gerade (Strahlen) Z/^ , Lb» * ^Lß vom Gewicht 
Pat Pb» ' 'Pr gegeben, so ist derjenige Punkt P, für 
welchen die Summe der Quadrate seiner Abstände h je 
multipliziert mit dem Strahlengewicht ^ ein Minimum ist, 
zugleich der Schwerpunkt des aus seinen Lotfußpunkten F 
gebildeten Systems von Massenpunkten, wenn jedem von 
ihnen das Gewicht seines Strahles beigelegt wird." 

Würden wir hiernach durch Schätzung in der Fehler- 
figur zufälligerweise den richtigen Punkt P gefunden 
haben, für welchen [phh] = Min., so würden wir diese 
Tatsache daraus erkennen, daß er der Schwerpunkt S 
seiner eigenen Lotfußpunkte F wäre, d. h. daß 

<") "=^ - »'=^- 

Um Paufzu suchen, benutzen wir den zweiten Satz: 
„Sind mehrere Gerade L gegeben, und ist wieder für 
Punkt P die Summe der Quadrate seiner Abstände h je 
multipliziert mit dem Strahlengewicht jt? ein Min., so ist für 
irgend einen anderen Punkt A der Schwerpunkt seiner 
Lotfußpunkte 8i • • . , denen wieder je das Strahlengewicht 
PA' ' ' zugeschrieben wird, ein Punkt 5, welcher zugleich 
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der Schwerpunkt der mit denselben Gewichten bedachten 
Massenpiinkte Q ist, in denen ein Kreis über AP als 
Durchmesser die von A nach den Strahlen gezogenen 
Projektionslote schneidet.'"^ 

Nun kennen wir zwar zunächst den Kreis M nicht, auf 
dem P als gesuchter öegenpunkt des beliebigen Punktes A 




Fig. 6. 

liegt, also auch nicht die Schnittpimkte Q der Projektions- 
lote mit ihm. Dagegen können wir einen beliebigen, 
den gesuchten Kreis M schneidenden zweiten Kreis 3R 
durch A mit dem beliebigen Halbmesser r zeichnen, der 
dem ersten (wie alle Kreise untereinander) ähnlich ist. Er- 
klären wir, was bei sich schneidenden Kreisen zulässig ist, 
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A als inneren Ähnlichkeitspimkt beider, so schneidet jede 
durch A gehende Gerade die letzteren nach einem homo- 
logen Punktpaar, folglich sind die Schnittpunkte D des 
Kreises 9K mit den Projektionsloten homolog den Schnitt- 
punkten Q der letzteren mit dem gesuchten Kreise M, 
Dann ist aber auch ihr Schwerpunkt © homolog dem 
Schwerpunkt S der Q und g . Die Mittelpunkte 2ß imd 
if beider Kreise sind einander selbstverständlich homolog, 
während der auf dem Kreise SR liegende, zu A auf Kreis M 
homologe Punkt 21 der Schnittpunkt der Tangente in A 
an Kreis M mit Kreis 9K ist 

Bestimmen wir demnach in der fehlerzeigenden Figur 
nach Gleichung (49) jetzt den Schwerpunkt © der 

und den Schwerpunkt S> der (0 und) % 

so haben wir in ihnen ein Paar homologer Punkte beider 
Systeme gefimden. Auch ohne den Schnittpunkt B. des 
Ähnlichkeitsstrahles AS mit dem Kreise M zu kennen, 
finden wir ferner seinen homologen Punkt $ auf dem 
Kreise SR als Schnitt dieses Ähnlichkeitsstrahles mit ihm. 
Da die Verbindungslinien homologer Punkte in ähnlichen 
Figuren homolog sind und andere homologe Linien in 
homologen Punkten schneiden, so ist die Gerade RS 
homolog der Geraden $© und der dadurch zu findende 
Kreispunkt 21 homolog A, Dann ist aber ^21 Tangente 
in ^ an den gesuchten Kreis Äf, sein Durchmesser AF 
steht somit _L2lu4 und geht durch den Gegenpimkt $ 
von 21 im Kreis SR . Für die Strecke ^P = 2 r folgt aus 
der Ähnlichkeit der Kreise If und SR die Proportion: 
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t(AP=2r):2x = AS:^®, d.h. 
(50) 1 „ „ AS ^ 

Ist mittels des berechneten Maßes AP der endgültige 
Punkt P in die fehlerzeigende Figur auf der Geraden A^ 
eingetragen, so bilden seine der Figur 5 zu entnehmen- 
den Koordinaten die Zuschläge dx und dy , womit man 
mittels Gleichung (45) die gesuchten Koordinaten xp und 
yp gewinnt 

Also Lösung: Nach Aufzeichnung der Fehlerfigur 
Zeichnung eines beliebigen Kreises 9K durch einen 
beliebigen Punkt A dieser Figur. Bestimmung der 
Schwerpunkte S (der g) und © (der D). Zeichnung 
des Linienzuges ASQ , ^©81, 9iaK5ß und A'^±An. 

AS 
Abtragen der Strecke AP = ^^ • 2 r im gewählten Maß- 
stabe, Abgreifen von dx und dy , 

Will man sich über die bei der Punktbestimmimg 
erreichte Genauigkeit Aufschluß verschaffen, so entninmit 
man die Querverfehlungen h aus der fehlerzeigenden 
Figur und erhält imter Beachtung, daß zwei von den r 
beobachteten Strahlen zur Bestimmung nötig waren, die 
Zahl der überschüssigen also r — 2 beträgt, die mittlere 
lineare Querverfehlimg eines Strahles vom Gewicht 1: 



die mittlere Querverfehlung eines Strahles vom Gewicht /? : 
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den mittleren linearen Fehler des Punktes P: 

den mittleren Fehler einer einseitig beobachteten Richtung 



m 



Wird ein Punkt, wie im vorliegenden Fall, als Schnitt 
von Strahlen bestimmt, so ist seine Genauigkeit nach ver- 
schiedenen Richtungen 

verschieden, sobald ^ C 

diese Strahlen nicht -------^^- : 



gleichmäßig und gleich 

gewichtig über den J) 

Horizont verteilt sind. Fig. 7. 

Z. B. wird in Figur 7 

jede kleine Unsicherheit in der Richtung auch nur eines 
der beiden Bestimmungsstrahlen deren Schnittpunkt er- 
heblich in der Richtung AB^ nur wenig dagegen in der 
Richtung CD verschieben. Es wird möglich sein, unend- 
lich viele Punkte zu finden, für welche die mittlere 
Querverfehlung M (oder der mittlere Fehler m'^ einer 
Richtung) einen bestimmten Wert annimmt. Die stetige 
Verbindung dieser Punkte (Linie gleichen mittleren 
Fehlers) wird eine Ellipse („Fehlerellipse") um den 

Schnittpunkt P ergeben, deren f; . Achse die Rich- 
«oj. Kieme 

tung der f; . Bestimmungsunsicherheit und deren 

Achsenverhältnis das Verhältnis der letzteren anzeigt. 
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Ebensolche Fehlerellipsen können wir auch im Falle 
der Verwendung beliebig vieler Bestimmungsstrahlen 
zeichnen. Wir werden in diesem Falle nur für eine 
Anzahl — etwa in profilartigen Reihen angeordneter — 
Punkte nach Gleichung (51) je die mittleren Fehler M 
oder w^ bestimmen, sodann nach Art der Interpolation 
von Horizontalkurven in den Frofilrichtungen Punkte be- 
stimmter runder M oder W2^ aufsuchen und schließlich 
diese durch stetige Kurven verbinden. Wenn wir Wert 
darauf legen, einen Neupimkt mit möglichst großer 
imd nach jeder Richtung gleicher Zuverlässigkeit zu be- 
stimmen, SO' müssen wir dafür sorgen, daß nicht bloß die 
(bezüglich der Richtung neutrsden) Fehlerausdiücke /i, 
w, Jf , m^ absolut möglichst klein werden, sondern auch, 
daß die Fehlerellipsen sich möglichst der Kreisform nähern. 



§ 22. Rechnerisches Ansgleichnngsverfahren 

für trigonometrische Pankteinschaltang durch Vor- 

wärtseinschnitt. 

Zur rechnerischen Bestimmung der den Näherungs- 
koordinaten Nx und Ny für den Neupunkt beizufügenden 
Zuschläge dx und dy [s. Gleichung (45)] wollen wir vor- 
bereitend die Beziehung feststellen, welche zwischen 
kleinen Koordinatenänderungen dx und dy des End- 
punktes B einer Strecke AB und der dadurch hervor- 
gerufenen Änderung dq? ihres Richtungs- (Neigungs-)win- 
kels (f = nAB besteht. Für die Koordinaten des 
Endpimktes B einer unter dem Richtungswinkel nAB 
von A ausgehenden Strecke AB=s hat man allgemein: 

(52) ^^ ^ yA+ ÄB-simiAB 

^li = ^1+ ^B' cosnAB , 
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woraus 

(52) 

und 


tg}iAB = 


Vb 


— VA 
Ay 


Ay 

Ax 


(52) 


nÄB = 


arc 





Daraus folgt durch Differentiation, wenn man ÄB = s 
und nAB = <p setzt: 

Ay 



(53) 



Ax 
d(nAB) ^ d(p = —f^y 

analyt. ^ ^" 



dx , oder 



Q"dy 



sm(p 



S' 

cos 99 
s 



SS^^'^dy-^e"dx 



Q"dx 



Ay 



(54) 



Setzen wir 
Ax 

Ay 

«2 



—:^Q" 



COS(p 

s 
sin 99 



e"^b 



Ax 



s Ay 

wobei also h das Vorzeichen von cosn^-B bzw. Ax^ a 
das entgegengesetzte Vorzeichen des sin bzw. Ay zu- 
kommt, so erhalten wir die Veränderung ^99", welche 
der Richtungswinkel w^^ = 99 dadurch erleidet, daß 
man den Endpunkt B der Strecke AB um die kleinen 
Beträge dx imd dy parallel den Koordinatenachsen ver- 
schiebt. 
(55) dcp'' = adx -\- hdy , 

Weit brecht, Ausgleichungsrechnung. 9 
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Die Koeffizienten a und h heißt man „Richtungs- 
koeffizienten". 

Verschiebt man statt des Endpunktes E den An- 
fangspunkt A der Strecke um dieselben Beträge, so 

ändert sich (wie auch geo- 
Para2Mezur metrisch klar) der Rich- 

•t-jc Achsen ^y ^ • i_ i j 

7h '^ :v^ tungswmkel (p um den- 

selben Betrag d(p^ aber 
in entgegengesetztem 
Sinne. 

Wir können nun zur 
eigentlichen Aufgabe der 
Punkteinschaltung über- 
gehen. Die in jedem derni, 
zur Neubestimmung benutzten Festpunkte nach dem Neu- 
punkte beobachteten „äußeren" oder „Vorwärts"-Rich- 
tungen oc seien aufgrund von w^ weiteren, von den ersteren 
nach anderen Festpunkten gemessenen Richtungen (x und 
den zugehörigen, aus den Koordinaten ihrer Endpunkte 
berechneten Richtiuigs- (Neigungs-)winkeln q) orientiert. 
Die orientierten Richtungswerte ß nach dem Neupunkt 
erhalten dabei das Gewicht 1 , 2 . . . w/, wenn zu ihrer 
Gewinnung 1 , 2 . . . w/ gemessene Winkel zwischen 
dem Neustrahle und 1 , 2 . . . w/ Feststrahlen verwendet 
worden sind. Ist die Beobachtung satzweise ausgeführt, 
und sind in die Sätze außer dem Neustrahle noch 
rif Richtungen «i . . . ocn. nach Festpunkten (Feststrahlen) 
aufgenommen worden, so ist das beobachtete Rich- 
tungsbüschel (X zur Orientierung um den Winkel co 
zu verdrehen, der sich ergibt als arithmetisches Mittel 

Up — oc\ 
CO = . Damit wird die orientierte Richtung 
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nach dem Neupunkte P -4- • ^3 = ocp+— = ocp+co 

und ihr mittlerer Fehler 77iß = +'}/ni^ + m^ . Setzt 
man die Richtungswinkel q? der Feststrahlen als fehlerfrei 
voraus, so ist der mittlere Fehler von (9? — oc) gleich 
demjenigen von (x , somit, da zur Bildung von (o-^'tif 

Werte verwendet wurden, m^i = —;=^ . Damit wird 

y^ 

und wir erhalten aus der Proportion (15) jt?^:^^ = m\ : niß 
das Gewicht der in den Festpunkten satzweise beobach- 
teten und orientierten „äußeren" oder „Vorwärts"- 
Richtungen ß nach dem Neupunkte: 

(56) P^-P'^-P'-^i- 



Für Poc = 1 wird pß = 



ß 



^+1 

Wir haben nun dreierlei von jedem der Festpunkte 
A^ B . . . ausgehende , gegen den Neupunkt gerichtete 
Strahlen zu unterscheiden, nämlich: 

1. Die aus der Winkelmessung gewonnenen, zur Be- 
stimmung des Neupunktes dienenden orientierten 
Richtimgen ß^ welche sich infolge von Ungenauig- 
keiten (in der Messung, den Festpunktskoordinaten usw.) 
nicht, wie es sein sollte, in einem Punkte schneiden 
werden und die wir mit nAP^ uBP . . . bezeichnen 
wollen. 

2. Die Verbindungslinien der benutzten Festpunkte mit 
dem vorläufigen Punkt iV, deren aus den Koordinaten 

9* 
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zu berechnende Kichtungs- (Neigiings-)winkel mit 
(nAP)^ (nBP) . . . bezeichnet sein mögen. 
3. Die Verbindungslinien der Festpunkte mit dem end- 
gültigen, seiner Lage nach zunächst noch unbekannten 
Neupunkt P, deren zunächst unbekannte Richtungs- 
winkel wir mit [nAP] , [nBP]*) . . . bezeichnen. 
Wir erhalten nun folgende Gleichungen für die auf- 
tretenden kleinen Winkeländerungen (linksläufige Drehung 
in Fig. 9 bedeutet negativen Wert): 

IVerbesserungszuschlag an ßj^E2v'J[=[nAP] — nAP 
„ ßß = v'i^[nBP]^nBP 

{nAN= (nAP)\ 
RV RP^I' 

welche eintritt, wenn man den vorläufigen Endpunkt JV 
um die zunächst unbekannten Beträge dx ^ dy nach P 
verschiebt: . ^„^^ _ ^^^pj __ (^^p) 

(b) \dy^=^[nBP]-{nBP) 

Ersetzt man die endgfdtigen Richtimgswinkel [w^P], . . . 
in Gleichungen (b) durch nAP-\~vx, . . . aus Glei- 
chungen (a), so erhält man 

!d''(pj^ = nAP—{nAP) + v^' 
d"(pji = nBP— {nBP) + v'^ 



*) [] hat hier und im folgenden jeweils nicht die dem Zeichen 
bisher allein zugeschriebene Summenbedeutung, sondern auch 
noch die Aufgabe, endgültige Winkel- oder Richtungswerte 
als solche zu kennzeichnen ! Ob die eine oder andere Bedeutung 
in Frage kommt, ergibt sich aus dem Sinne der Ableitung. 
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oder 



(0 



i/l= d(pj^+ (nAP) — nAP 



Die Änderungen 0^9? der Richtungswinkel können wir 
mittels Gleichxmg (55) in den Koordinatenzuschlägen dx 



n 




t\\ n 







Fig. 9. 

und dy ausdrücken. Bezeichnen wir ferner die Unter- 
schiede (nAP) — nAP . , , zwischen den (Näherungs-) 
Richtungswinkeln nach dem vorläufigen Neupunkt N und 
den gemessenen, orientierten Richtungen ß analog Glei- 
chung (25 d) mit /^, Z5. . ., dann gehen die obigen Glei- 
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chungen in die gewöhnliche Form der FehlergleichuDgeii 
(25 e) iiber: 

adx-{'hdy-\-l = v, 

deren wir zur Berechnung der Koordinatenzuschläge dx 
und dy ebenso viele (nämlich Wp) erhalten, als orientierte, 
gemessene Richtungen ß nach dem Neupunkt vorhanden 
sind. Die Gewichte p der Absolutglieder l sind nach 
§ 20 gleich denen der orientierten Richtungen ß, welche 
wir oben abgeleitet haben. 

Wir können daher jetzt die Koeffizienten der Normal- 
gleichungen 

r26 ^ / [paa]dx+ [pab]dy + [pal\ = 
l [pab]dx + [pbb]dy + [pbr\^0 

und die zur Rechenprobe und zur Fehlerermittlung weiter 
erforderlichen Produkt- und Quadratsummen 

[pll], [pas], [pbs], [pl8], [p88] 

ermitteln und sodann, wie in § 20 gezeigt, zuerst die 

\pbl' 11 
Unbekannte dy = —ir-n — rr ^^^ deren Gewicht 
^ [pbb'l] 

Pg = [pbb' 1] und dann nach erfolgter Umstellung der 
Koeffizienten der Normalgleichungen den Zuschlag dx 
berechnen. Schließlich ergibt Gleichung (45) die ge- 
suchten Koordinaten xp und yp. Wir erhalten weiter, 
wie in § 20 gezeigt, 

(37b) '{pvv]=:: [pll'2] 

und, da zur Punktbestimmung zwei Strahlen nötig, also 
{n„ — 2) davon überschüssig sind. 



57) 1/ .]/ b»-2] il/ [^"-2] 
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§ 23. Reichiierisches AusgleichungSTerfahren für tri- 
gonometrische Pnnkteinschaltuiig durch Rfickwärts- 
ein schnitt. (Beobachtung nnr im Nenpnnkt.) 

Für die Lösung ist zu unterscheiden zwischen 
A) Winkel- und B) Richtungsbeobachtung. 

■ A) Lösung bei Winkelbeobachtung. 

Wie bisher setzen wir wieder voraus, daß uns die 
Koordinaten x^^ yy eines vorläufigen Punktes JV möglichst 
nahe dem gesuchten Punkt P bekannt und daß nur die 
kleinen Zuschläge dx und dy gesucht sind, durch deren 
Addition wir nach Gleichung (45) die Koordinaten Xp imd 
yp des Neupunktes erhalten. Wären letztere schon ge- 
funden, so könnten wir die e n d gtil t i g e n Richtungswinkel 
[n PA] , [n PB] . . . der Verbindungslinien vom Neupunkt 
nach den benutzten Festpunkten ableiten und aus ihnen 
durch Subtraktion die endgültigen Werte 
[« J = [Ä FB] = [n PB] -[nPA] 
[«,] = [BPC] = [n PC] — [n PB] 

der gemessenen Winkel. Dann könnten wir auch die den 
Messungsergebnissen oci = APB^ 0C2 = BPC usw. zu- 
zufügenden Verbesserungszuschläge t\^ v^ . . , ermitteln: 
IVi=- M — oc^=[ÄPB] — «, = [n PB] — [nPÄ] — a^ 
Vt== M - «2= [BPC] - «2= [nPC] — \nPB] - «, 

Nun können wir aus den Koordinaten des Nähenmgs- 
punktes JVf ür P die v r 1 ä u f i g e n Richtungswinkel (n P-4), 
\n PB) . . . (Scheitel in N) , und aus ihnen durch Sub- 
traktion Näherungswerte (äj ) , (^2) . . . für die beobachteten 
Winkel ableiten: 
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f (« J = ÄNB = iÄPB) = (n PB) — (n FÄ) 

(b) \ (a,) = BNC = {BPC) = (nPC)-^(nPB) 



Wir können weiter die Veränderungen dq)ji , d(pB . . . , 
welche die vorläufigen Richtungswinkel (w P^) , (w PB) . . . 
dadurch erleiden, daß man den vorläufigen Punkt N nach 



1 

B 




Fig. 10. 



P verschiebt, mittels öleichung (55) in den (zunächst 
unbekannten) Verschiebungen dx und dy ausdrücken, 
wobei wir allerdings beachten müssen, daß wir jetzt nicht 
den Endpunkt, sondern den Anfangspunkt der Strecke ver- 
schieben, wodurch dcp das entgegengesetzte Vorzeichen 
erhält. Setzen wir daher 
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(54a) 



so wird 






Id(pj^ = [n PA] — (n FA) = aj^dx-\- h^ dy 
d<pjf = [nFB]-'(nrPB) = üg dx + hßdy 

®^®^ ( [nFA] = {nFÄ) + aj^dx + hj^dy 

(c) . j [nFB] = (nFB) + aBdx + hßdy 

Setzen wir die gewonnenen Werte für [n PA] ... in 
Gleichung (a) ein, so erhalten wir die Fehlergleichungen : 

Iv^=^{nFB)-\-aßdx+hßdy—{nFJ) — aJ^dx—hJ^dy—a^ 
v^^n PC)'j'acdx-{'hcdy — (nPB)—(ißdx—hßdy — a^ 

Wenn wir unter Benutzuug der Gleichungen (b) 
wie bisher setzen : l = Näherungswert — gemessener 
Wert des beobachteten Winkels: 

{nPB) — {nPA) — a^ = (cc,) — (x, = l, 
(nPC) — (nPB) — oi^^ («,) — «, = /, 

imd femer 

^de« rechten Schenkels ^de« linken Schenkels ^^ "^ 
*'de« rechten Schenkels "des linken Schenkels ^^ *^ i 

so erscheinen die Fehlergleichungen (d) in der gewöhn- 
lichen Form: 

iv^=^%dx + ^,dy + \ I Normalform 

(25 e) \i\==%dx + S&^dy + l^ \ der Fehler- 

[ ! I ) gleichungen. 
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Ihre Zahl n^ ist gleich derjenigen der im Neupunkt be- 
obachteten Winkel oc . Letztere, folglich auch die Ab- 
solutglieder l sind gleichgewichtig. Wir erhalten daließ 
die gesuchten Koordinatenzuschläge dx und dy aus den 
zwei Normalgleichungen : 

r2ß.^ 1 1^^^^ + f^^J^^ + [Stzj = 

^ ^ \[^^]dx + [^^]dy+[^l] = 0. , .; 

Zum Zweck von Rechenproben und zur Fehlerberechuung 
führen wir analog Gleichungen (40) bis (44) in die Reduk- 
tion weiter ein die Produkt- und Quadratsummen:. 

imd erhalten: 

rga 7.11 

die rechts stehende Unbekannte dy = — rLm -n 

[50 >0 • IJ 

und ihr Gewicht P^^ = P^ = [33© • 1] , 
femer 

(37b) [vv]==[ll'2], 

mad (weil zwei der n,. in P gemessenen Winkel oc zur 
Bestimmung von P nötig, also (fir — 2) überschüssig sind) 



-^<^ 



[11-2] 



(^^) ^» = ±l/7i^:^r2)[S8s.i] 

Die zweite Unbekannte dx^ ihr Gewicht und mittlerer 
Fehler ergibt sich nach erfolgter Umstellung der Normal- 
gleichungen auf dieselbe Weise. 

B) Lösung bei Richtungsbeobachtung. 

Das soeben vorgeführte Yerfahren läßt sich ohne 
weiteres auch auf Richtungsbeobachtungen anwenden, 
wenn man die als gemessen vorausgesetzten Winkel 
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durch Subtraktion je zweier Richtuugswerte oc gewinnen 
will. Die Zahl der zu verwendenden Winkel und Fehler- 
gleichungen wäi-e aber dann beim Vorhandensein von 
fir beobachteten und gleichmäßig zu berücksichtigenden 

Richtungen = ( o' ) j ^^^ ^^^^ ^^^- ^"* suchen daher 

ein einfacheres Verfahren. Wie bisher mögen die Koordi- 
naten xjfj ys eines in möglichster Nähe des gesuchten 
Neupunktes P gelegenen vorläufigen Punktes N bekannt, 
also die ihnen zuzufügenden Zuschläge dx imd dy 
{s. Gleichung (45)J gesucht sein. 

Das im Neupimkte P gemessene Richtungsbüschel (x 
kann man mm, ohne an der gegenseitigen Lage der 
Strahlen, also an der Eigenschaft der Richtungen als 
Messungsresultaten etwas zu ändern, um den zunächst 
unbekannten Betrag Z derart verdrehen, daß die Indivi- 
duen dieses mit dem Scheitel nach dem zimächst un- 
bekannten endgültigen Punkte P gelegten Strahlen- 
büsehels von den Verbindungslinien dieses Neupunktes 
mit den Festpunkten möglichst wenig abweichen. Wären 
Messung der Richtungen und Lage der Festpunkte fehler- 
frei und Projektionsverzemmg nicht vorhanden, so müßten 
dann sogar sämtliche Strahlen durch die entsprechenden 
Festpunkte gehen; der Unterschied (endgültiger Richtungs- 
winkel [wPil] ... — endgültig orientierter Richtungswert 
[(XÄ\ . . . ) wäre = . Trifft dies nicht zu, so stellt def 
Unterschied direkt die am endgültig orientierten Rich- 
timgswert [(Xa\ . . . anzubringende Verbesserung v dar. 
Den unbekannten Verdrehungsvsrinkel Z zerlegen wir, wie 
gewohnt, in einen Näherungswert w und den imbekannten 
Zuschlag x^ womit wir erhalten: 

(59) Z = CO + « 
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und womit die im Neupimkt P endgültig orientierte ge- 
messene Richtung wird: 

(60) [a] = (X + ö> + ^ . 

Den Näherungsbetrag co gewinnen wii-, wenn wir das ge- 
messene Strahlenbüschel mit dem Scheitel — statt auf den 
endgültigen, aber unbekannten Piuikt P — vorerst auf den 
vorläufigen Punkt N legen und dann um a> so verdrehen, 
daß die Summe der Abweichungen V der vorläufig orien- 
tierten Richtungswerte <Xi + co , ä/? + co , . . . von den zu- 
gehörigen vorläufigen Richtungswinkeln {n PA) , (n PB) , . . 
wird = , d. h. 
(nFA)^{a^ + co) + {nPB)-{a^ + co) + - 

= -A - < + -B - 4 +- = [^1 = 0. 

In diesem Falle ist also der vorläufige Verdrehungs- 
winkel: 

(O = 

n, 
,^ , . 2d, vorl. Rieht.- Winkel — 2* d. gemess. Richtgen. 

(61) €0= 

Die durch Addition von co zu den gemessenen Rich- 
tungswerten (X vorläufig orientierten, aber in ihrer gegen- 
seitigen Lage dadurch nicht veränderten Richtungen 
a + (o mögen heißen a^ . Wir haben für jeden Be- 
stimmungsstrahl jetzt vier Werte zu unterscheiden, nämlich 
i. die im Punkte JV vorläufig orientierte, gemessene Rich- 
tung Ä®, 

2. den Richtungswinkel (n PA) , {n PB) . . . der Verbin- 
dungsstrecke vom vorläufigen Punkte N zima Fest- 
punkte A^ B , . , ^ 

3. die im Neupunkte P endgültig orientierte, gemessene 
Richtung [oc] = a + co -{- x = oc^ + z, 
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4. den Richtungswinkel [n PA] , [n PB] . . . der Yer^ 
bindungsstrecke vom endgültigen Neupunkte P zum 
Festpunkte A, B . , . 
Die Werte (2) und (4) unterscheiden sich um die 
Änderung d<p^' am Richtungswinkel (n PA) . . . , welchen 
eine Yerschiebung des Anfangspunktes N der Strecke 
NA . . . um die Koordinatenzuschläge dx und dy , d. h. 
nach P hervorruft. Nach Gleichimg (c) von § 23 ist also 
[NPA] = (n PA) +aj^dx + b^ dy 
[nPB] = {n PB) + ajjdx + bß dy 

« 
Bezeichnen wir endlich, wie gewohnt und schon oben 

angegeben, den Unterschied: vorläufiger Wert — Be- 
obachtungswert hier {{nPA) = v) — ocj^ mit V und die 
Verbesserung des (endgültig orientierten) Beobachtungs- 
wertes [a] mit v, so erhalten wir die Fehlergleichungen: 

Vj,= [nPA]^[aj,] = {nPA) + a^dx + hj^dy-^a\-z 
= a^dx + hj^dy — z + V^ 

Vj,= [nPB]-[a^] = (nPB) + aadx + hj,dy^cc]j-z 
= aßdx + bßdy — z + Vß 

Ihre Zahl ist gleich derjenigen der beobachteten inneren 
Richtungen, also gleich n^. Setzen wir, um den Koeffi- 
zienten der dritten Unbekannten positiv zu erhalten, 
rfö> = — « , so daß der gesuchte Verdrehungswinkel 

(59) Z=o> + ^ = co — rfco, 

so gehen die Fehlergleichungen über in: 

( va== dco + üAdx + bA dy + Va 
(25e) { vii = dco + üßdx + hßdy + /» 
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Die inneren Richtungen ä, folglich auch die Absolut- 
glieder /' sind gleichwertig. Man erhält daher unter 
Beachtung, daß der Koeffizient der ersten Unbekannten dco 
(sonst a) jetzt 1 heißt, für die Bestimmung der drei Un- 
bekannten dco, dx, dy die drei Normalgleichimgen : 

Inr'd(o + [a\dx +[b]c^2/ +{¥] =-0 
[a] do} + [a a] dx + [a b] dy + [aV]=^0 
[l]d(o + [a\>]dx+[l\i\dy + [0^ = 0. 

Der normale Weg der Auflösung erfordert nun zweimalige 
Reduktion der Normalgleichungen. Der Umstand aber, 
daß alle Koeffizienten der ersten Unbekannten d(o in den 
Fehlergleichungen einander gleich sind, ermöglicht eine 
Vereinfachung durch vorausgehende Eliminierung dieser 
Unbekannten. 

Addiert man nämlich sämtliche Fehlergleichungen und 
beachtet, daß nach Gleichung (33) allgemein [av] = 0, 
also bei a^ == a^ = . . . a^j = 1 , hier [«;] = , so er- 
hält man 

[v] = n; . (ia> + [a] dx+[h] dy+[l'] = , 

woraus die Durchschnittsgleichung 

(62) M = ,«,+ M,^^m,^^[n^,_ , 

Subtrahiert man diese Durchschnittsgleichung von jeder 
Fehlergleichung, so erhält man ein System reduzierter 
Fehlergleichimgen mit nur zwei Unbekannten. 

Setzt man noch die dabei entstehenden Differenzen, 
nämlich : 
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usw., so gehen die Fehlergleichüngen (25 e) tlber in 



(63) 



Das Absolutglied S der Gleichungen (63) unterscheidet 
sich dabei in keiner Weise von dem Absolutgliede Z' der 
GHeichungen (25 e), weil infolge der Orientierung des ge- 
messenen inneren Richtungsbüschels oc nach den vor- 
läufigen Richtungswinkeln v wird [V\ = , also auch 

1^ = 0. 
»V 

Aus den Fehlergleichungea (63) erhält man jetzt 
zwei Normalgleichungen für die Berechnung der un- 
bekannten Eoordinatenzuschläge, nämlich 

I [9l2q dx + [9133] dy + [21S] = 

^^^^ l [StöJ dx + [538] dy + [ÖS] = 

und durch Reduktion 

(65) J ^ [9333-1] 

lPrf, = P, = [9333.1] 

und, da die Zahl der nötigen Richtungen = 3 , die der 
Überschüssigen also = w^ — 3 ist, 



(66) i., = ±|/_I|j|L_ 
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Wollen wir schließlich noch den Verd >. 
Zuschlag X = -rfö, berechnen, so liefert Gleich^^'^Jlg; 

(67) x^-do>^^dx + ^iy.n 

,md da (/l = . **•• 

(67) ;c=-ia, = Mrf^+W^ 

womit im Abriß noch die Probe sich ergibt daß a 

der Kiehtiingsorientiernng im endgfdtiffen W«»^^ ^* 

aiiftretende VerdrehungsMinkel sein mi^ ^«"Pnnkt /> 

(59) Z=(w4-- = o, — deo. 

Umstellung der Koeffizienten der Normala-l«:«!, 
liefert auf gleiche Weise die zweite unbekannt^ rf ^"^ 
Gewicht P, und ihren mittleren Fehler M ^ ' ihr 

g 24. Rechnerisches Ansgleichongsverfahi-en fB« 

einigtes Vor- und Rückwärtseinschneideo;^ ^®''' 

Sind zur Bestimmung der Koordinaten a;„ »«^ 
eines Neupunktes P Winkel oder Richtungen L^t V" 
den Festpunkten A,B... nach dem Ne„m^7a^''i ^ 
^er Vorwärtsrichtungen), als auch im Neunnnvf '^ 
den Festpimkten beobachtet (innere oder Rr t °**^** 
richtungen), so kann man für die ersteren dif.^V'^' 
gleichungen des § 22, für die letzteren ^^S^l^ZT^T' 
§ 23 gleichzeitig zur Anwendimg bringen ^ 

Man hat also statt «„ wie im Falle des Vor 

«r , ^i« j" ^^^ ^es Rückwärtseinschnitti ^l^"" 
(w„ + «.) Fehlergleichungen, wenn von den Festn««w * 
zum Neupunkt herein «„ vom Neupunkt zu dSTv ^ 
punkten hinaus n, Strahlen beobachtet wurden ??~ 
Koeffizienten der Unbekannten in den Normalgleich 



langen 
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setzen sich also aus {n„ + ^r) Summanden zusammen. 
Wir erkennen femer, daß die Richtungskoeffizienten a 
und a , bzw. b und b der Fehlergleichungen nach Rich- 
tung und Größe einander gleich sind, wenn sie sich auf 
denselben Bestimmungssixahl beziehen, d. h. wenn dieser 
zweiseitig, sowohl von außen nach iimen, als von innen 
nach außen beobachtet wurde. Für den Strahl AP 
ist z. B.: . 

sinw^P ,, , 8mnPA ,, 

«1= — zp~^ =+-zp-^ =^^ 

ebenso für den Strahl BP bzw. PB usw. 

Nur die Gewichte p der Absolutglieder hj h - - -, 
hth ' ' "> ^i j ^i • • • ^zw. Sa , Sä . . . verlangen jetzt, da 
gleichzeitig innere und äußere Richtimgen zur Be- 
stimmung der Unbekannten verwendet werden, noch eine 
vergleichende Untersuchung. 

Als Gewicht jp einer äußeren Richtung oder der 
Absolutglieder Z^, /j? . . . haben wir in § 22 für den Fall 
des Yorwärtseinschnittes festgestellt: 

a) im Falle der Winkelmessung: p/= 1, 2 . . . w/, 
wenn der Neustrahl durch 1 , 2 , , , nj gemessene 
Winkel mit 1 , 2 , . . uj Feststrahlen verbunden ist, 

b) im Falle der Richtungs beobachtung : pi=pß= — ^-— , 

fif+l 

wenn außer dem Neustrahl noch n/ Feststrahlen dem 
beobachteten Richtungsbüschel angehören. 
Die Gewichte jt?,- der inneren Winkel und Richtungen, 
oder der betreffenden Absolutglieder Z^, ^2 • • • ^^w. Zi, Iß 
und Si, Sj? sind für den Fall des Rückwärtsein- 
schnittes je imter sich gleich, also nicht weiter zu be- 

Weitbrecht, Ausgleichungsrechnnng. 10 
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rücksichtigen. Sollen sie aber mit äußeren Richtungen 
in Yerbindung gebracht werden, so müssen wir das Ver- 
hältnis der beiderseitigen Gewichte feststellen. 

Dies ist bei vorhandener Winkelmessung sehr ein- 
fach, da bei gleich genauer Beobachtung jedem Winkel — 
gleichviel, ob sein Scheitel im Festpimkt oder im Neu- 
punkt liegt — gleiches Gewicht zukommt. 

Etwas anders ist es bei der Richtungsbeobachtung. 
Denken wir uns das innere Richtungsbüschel mit dem 
Scheitel im endgültigen Neupunkt P nach den benützten 
fehlerfreien Festpunkten -4, B,.. orientiert, so wird 
jede beobachtete, orientierte Richtung um einen gewissen 
Fehlerbetrag von ihrem wahrscheinlichen Wert, dem Rich- 
tungswinkel [7jPu4] , [nPE\ . . . abweichen, der sich wie 
bei der Ableitung S. 131 zusammensetzt aus dem Beob- 
achtungsfehler nio^ einer inneren Richtung und aus dem 

Fehler mz = -p^r des Verdrehungswinkels Z [s. Glei- 

chung (59)]. Daher ist der mittlere Fehler einer orien- 
tierten inneren Richtung (im Falle der Beibehaltung 
dreier Unbekannten do)^ dx, dy gleich demjenigen des 
Absolutgliedes V) analog (S. 131): 






und da m« für innere und äußere Richtungen gleich ist, 
analog Gleichung (56) 

Wendet man das Verfahren der vorgängigen Elimi- 
nierung von d(o an, so wird das Absolutglied statt /': 

[V] 



n 
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und sein mittlerer Fehler 



mo 



Damit wird 
(68 a) 






n,+i 



w.. 



und 



\n,.+ l/ 



Mit wachsendem w,. konvergieren , ^ 
_ Wr + 1 

gegen 1 . Da nun w,. >: 4 , wenn im Falle des Rückwärts- 
einschnittes überhaupt von Ausgleichung die Rede sein 
soll, so setzen amtliche Vermessungsanweisungen der 
Einfachheit halber 

Die Zahl der überschüssigen Richtungen zum Zwecke 
der Fehlerberechnung ergibt sich aus der Betrachtung, daß 
im Falle der Richtungsbeobachtung zur Berechnung der dröi 
Unbekannten dx , dy und % jedenfalls drei Bestimmungs- 
stücke nötig, also {n^ + ^i- — 3) Stücke überschüssig sind. 
Wir haben also bei vereinigtem Vor- und Rück- 
wärtseinschneiden: 

A) Im Falle der Winkelbeobachtung 
Fehlergleichungen 
n, Gleichungen für f «'l = «l ^^ 4 &i dy + Ij, 
% Zielungen \ Vß=aßdx + bß dy -]- 1^ 
vorwärts 






Gewicht p 



"fB 



n,. Gleichungen für 
n,. Zielungen 
rückwärts ( * 

Normalgleichungen 
([paa] + [m])dx + ([pab] + [^mdv+{[pa^ + [m\)=i}, 
i\pab]■i-[^mdx + {[pbb] + [Sßmdy + {\pb^ + [m])^0. 

10* 
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Führt man für die Koeffizienten von dx und dy in 
den Normalgleichungen wieder die bisherigen Bezeich- 
nungen ein, und setzt z. B. 

{[p ad\-\- [%Wi) =[paa] usw., 
so erhält man 

[Phl'l] 



dy = 



[phb'l] 



Py=[phh^\] 



3f= + l/ [pJl:3_ 



■2) 



B) Im Falle der Kichtungsbeobachtung imd: 
1. der Beibehaltung der dritten Unbekannten doy : 



Wp Glei- 
chungen für 
n^ Zie- 
lungen 
vorwärts 

n^ Glei- 
chungen für 
n,. Zie- 
lungen 
rückwärts 



Fehlersrieichungen 
vj^= aj^dx-\-hj^dy-\-lj^ 

Vß= a^dx + b^dy + lß 

Vj^ = d<o + aj^dx + hj^dy + Vj^ 
Vs = d(o + aBdx + hßdy + Vß 



Gewicht p der 
Beobachtung 
oder des Absolut- 
gliedes 






%+i 



«.. 



«,.-1-1 



«,-1-1 j 



oder ge- 
nähert 1 



NormalgleichuD gen 
[Pr] do} + [Pr^] dx+[Pr^] dy+[Prn=^ , 
[p,.aldft>+(bpaa]+[/>,.aal)daJ+([/iprtfc]+[p,.ab])dy+([j»^a/]+[p,.an) = 0, 
{Prh]d(o + i[p„ah]+[p,ab])dx+{[p„bb]+[p^t>h])dy-i-i[p,bl]+[p^.hn)=0. 
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Führt mgyi für die Koeffizienten der Unbekannten in 
den Nonnalgleichungen wieder die bisherigen Bezeich- 
nungen ein und setzt: 

[P,] = [paa], [Pr Ci] = [pab], [p,.b] = [pac], 
([Pi,aa] + [i?,aft]) = [/?6 6], ([p„ a b] + [p^. ah]) = [p b c] 

usw., 
so hat man , . ^, 

^ [PCC'2\' 






-3) 



Im Falle der Kichtungsbeobachtung und: 
2. der vorgängigen Eliminierung der Unbekannten doy : 

Gewicht p der 
FehlergleichuDgen 



Beobachtung 

oder des Absolut- 

gliedos 



w, 



Vß = aßdx+bßdy + lß 






% Glei- 
chungen für 
n^ Zie- 
lungen 
vorwärts 

n,. Glei- 
chungen für " " - - • .. y^n^-^i^ I oder ge- 
ll^ Zie- < / w,. \ 2 (nähert 1 
lungen 
rückwärts 

Normalgleichnngen 
([Pv<»^]-\-[Pr'^ndx-\-i[p„ah]-{-[p^%fd])dy-i-i[p„al]-^[p,fiZ]) = 0. 

i[Po^H-{-lPr^^])dx-^{[p,hh]-^[p,.^mdy + {[Prhl]-\-[p,^2D^0' 
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Führt man für die Koeffizienten der Unbekannten in 
den Normalgleichungen wieder die bisherigen Bezeich- 
nungen ein, setzt also 

i[Pv^^] + [Pr'^^) = [P(^^] USW., 



SO wird 



Py=[pbb-1], 



-i^F 



3f _ , 1/ [P^^'^] 



66.1](n, + n,.-3] * 

Zahlenbeispiel. 

Zur Bestimmung der rechtwinkligen Koordinaten des 
trigonometrischen Neupunktes 1 wurden auf ihm Richtungen 
nach benachbarten Dreieckspunkten und in letzteren solche 
nach dem Neupunkte beobachtet. Die Koordinaten der be- 
nutzten Dreieckspunkte sind bekannt und als fehlerfrei an- 
zunehmen. 

Gemessen wurde: 

Im Neupunkte 1 nach Killesberg 399<> 99' 64" 

Feuerbach 122» 19' 08'' 

Eychen 189<*23'41'' 

Zuffenhausen 232« 97' 25'' 

In Sandäcker nach Eychen 355* 00' 62" 

Feuerbach 399« 97' 65" 

Neupunkt 1 4« 68' 37" 

Killesberg 16« 78« 41" 

In Eychen nach Feuerbach 49« 14' 48" 

Neupunkt 1 399« 98' 99" 

KiUesberg 2« 37' 63" 

In Killesberg nach Feuerbach 0«03'93" 

Eychen 49« 27' 69" 

Neupunkt 1 57« 66' 26" 

Stammheim 67« 53' 09" 
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In Killesberg nach 


Komwestheim 89» 31' 12'' 




Cannstatt 


172» 27' lO'' 




Berg 


191» 02' 75'' 




Falget 


314» 31' 56" 




Weil im Dorf 392» 84' 22". 


1 


Q-egebene 
1* 


Koordinaten: 




+ 


y 

+ 


Berg 


30796,55 


11731,96 


Cannstatt 


31781,93 


12010,25 


Eychen 


32632,85 


8101,42 


Falget 


31114,51 


8061,89 


Feuerbach 


31962,93 


7858,74 


KiUesberg 


31690,30 


8485,65 


Komwestheim 


38572,02 


10181,79 


Sandäcker 


31940,47 


7360,85 . 


Stammheim 


36512,78 


7999,98 


Zuffenhausen 


34691,00 


9175,86 


Weil im Dorf 


' 32949,64 


4372,99 


Lösung: Für den Neupunkt 1 


seien auf irgendwelche 


Weise die Näherungskoordinaten: 




JVjj = +31909,96, Ny 


= +8428,22 


ermittelt worden. 






Mittels der Formel: 






tgnAB: 


Vb-Va 


_Ay 


Xn — X. 


Ax 



seien femer die in Spalte 4 von Formular 1 (Abriß) mit 
senkrechten Ziffern eingetragenen Richtungswinkel q> der 
Verbindungsstrecken zwischen den durch obige Koordinaten 
bestimmten Festpunkten berechnet. Damit erfolgt die Orien- 
tierang der in den Festpunkten beobachteten und in Spalte 3 
des Formulares 1 eingetragenen Richtungsbüschel a . 

Der hierfür nötige Verdrehungswinkel o) ist in Spalte 5, 
die orientierten Richtungen ß (worunter auch diejenige des 
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Neustrahles) sind in Spalte 6 und die hieraach sich ergebenden 
Beobachtungsverbesserangen v für die Feststrahlen in Spalte 7 
berechnet. 

Die orientierten Richtungen ß werden jetzt aus Formu- 
lar 1 als „Richtungen vorwärts'', die im Neupunkte beobach- 
teten Richtungen a direkt aus dem Feldbuch als „Richtungen 
rückwärts" in das Formular 2, Abteilung 1, Spalte 3 über- 
tragen. Gleichzeitig erfolgt der Eintrag der in Formular 1 
zur Orientierung der Vorwärtsrichtungen benutzten Zahl von 
Feststrahlen n^ in Spalte 5 und die Berechnung der Rich- 

tungsgewichte p = — ^— j- (den Richtungen rückwärts möge 

durchweg das Gewicht 1 zugeschrieben werden). Hieraus er- 
geben sich die Gewichtsfaktoren ]/p in Spalte 8 des Formulares 2 
(Abteilung 1). Durch die Orientierung der Vorwärtsrichtungen 
(Verdrehung des ganzen Büschels der in den Festpunkten be- 
obachteten Richtungen um den Winkel o)) in Formular 1 ist 
an deren gegenseitiger Lage, also an ihrer Eigenschaft als 
Beobachtungswerte, materiell nichts geändert. Mit ihnen 
werden nun die aus den Näherungskoordinaten für den Neu- 
punkt abgeleiteten Richtungswinkel v = {NAP)^ {NBP) . . . 
(s. Spalte 4 der Abteilung l von Formular 2) verglichen, 
wobei sich in Spalte 6 die Absolutglieder l der Fehler- 
gleichungen für die Vorwärtsrichtungen ergeben. 

Auch die Rückwärtsrichtungen a sollten, und zwar 
zunächst nach den vorläufigen Richtungswinkeln v (s. Spalte 4 
von Formular 2), vorläufig orientiert werden: 

«^ = a -f o) , 

wodurch sich dann die Absolutglieder V ergeben würden aus: 

l' = V — aQ = (v — (x) — o) . 

Die letztere Gleichung zeigt aber, daß zur Bildung dieser 
Absolutglieder die Durchführung der vorläufigen Orientierung 
entbehrlich ist: wir finden sie kürzer als Überschuß der 
Einzelwerte {v — a) für den Verdrehungswinkel über dessen 
Mittelwert <o . 

Gleichzeitig mit der Berechnung der Richtungswinkel <p 
der Verbindungsstrecken vom vorläufigen Punkte 1 nach 
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den zu seiner endgültigen Bestimmung zu benutzenden Fest- 
punkten oder umgekehrt mögen die Strecken selbst 

Ay Ax 

sin^? cosg? 

und die Richtungskoeffizienten 

sino? ^ cosa? 
a = -^ß, B = —Q 

(9? vom Neupunkt zum Festpunkt) logarithmisch oder mittels 
eines speziellen Hilfsmittels (Tabelle, Rechenschieber, Dia- 
gramm) gewonnen worden sein. Letztere werden in Spalte 7 
des Formulares 2 eingetragen. 

Zur Erzielung bequemer Rechnung sind möglichst gleiche 
Zahlenwerte für die Absolutglieder l bzw. V und für die Rich- 
tungskoeffizienten a und B (Koeffizienten der Fehlergleichungen) 
erwünscht. Dies wird erreicht durch Wahl solcher Maßein- 
heiten, welche der normalen Beobachtungsgenauigkeit und der 
mittleren Strahlenlänge angepaßt sind. Im vorliegenden Bei- 
spiele wird als Winkeleinheit (für l , Z', q) die Dekasekunde, 
als Streckeneinheit (für dx ^ dy ^ s) das Dezimeter gewählt. 

Nun bilden wir in den Spalten 9 — 11 des Formulares 2, Ab- 
teilung 1 durch Multiplikation der Koeffizienten a und Bund der 
Absolutglieder ? je mit Vp^ die Koeffizienten aVp^, h^Pß^ lYpß 
der Fehlergleichungen für die Vorwärtsrichtungen, durch Sub- 

traktion der Durchschnittswerte a© — — und Bo = — für 

a und B von diesen Richtungskoeffizienten und Multiplikation 
mit Yp^ diejenigen für die Rückwärtsrichtungen 

(^ = (a-ao)l^-; 83 = (B-Bo)}^; 2 = VYp,), 
Für letztere besteht die Probe: 

ra = 0, [33] = 0, [ß] = 0. 
Schließlich erfolgt die Bildung der Summenglieder 

8ffß=aypß+hYyß+irPß 

für die Vorwärts-, bzw. 
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für die Rückwärtsrichtungen, wobei die Rechenprobe sich 
ergibt: 

. ^ J L 33 J^i ß J ^ ^^ ' 
(Durch Benutzung dekadischer Ergänzungen wird die Sum- 
mierung hier, wie auch später in Abteilung 2 des Formulares 2, 
erheblich bequemer.) 

Die Berechnung der Koeffizienten der Normalgleichungen 
erfolgt in Abteilung 2 des Formulares 2. Zur Ausrechnung 
der einzelnen, hernach zu addierenden Quadrate und Pro- 
dukte werden Logarithmen-, Quadrat- und Produktentafeln, 
Rechenmaschinen, oder — bei ungefähr gleich- und nicht allzu 
großen Koeffizienten — Rechenschieber benutzt. Die in Ab- 
teilung 2 gebildeten Koeffizienten der Normalgleichungen 
werden nach Abteilung 3 des Formulares 2 übertragen, wo 
die Reduktion der Grleichungen unter Beachtung der Rechen- 
proben entsprechend dem Vordrucke und den früheren Ab- 
leitungen erfolgt. Abteilung 4 ist für die Berechnung der 
mittleren Fehler der Beobachtungswerte und der Unbekannten 
bestimmt. 

Eine durchgreifende Rechenprobe erzielt man in Formu- 
lar 1 nach Gewinnung der endgültigen Koordinaten des Neu- 
punktes durch Aufstellung des „Abrisses" auch für ihn. Die 
Richtungswinkel qp von ihm nach den benutzten Festpunkten 
oder umgekehrt mögen nach den in der Einleitung hierfür 
angegebenen Formeln berechnet, und nach Spalte 3 des Ab- 
risses sowohl zu den Festpunkten, als zum Neupunkt über- 
tragen sein (vgl. schräge Ziffern). Das auf letzterem be- 
obachtete Richtungsbüschel oc wird, wie bisher, zum Zwecke 

der Orientierung um den Winkel o = verdreht, 

wobei die orientierten Richtungswerte ß erscheinen. Dann 
muß dieser endgültige Verdrehungswinkel co von dem 
in Spalte 5 der Abteilung 1 vom Formular 2 benutzten vor- 
läufigen um den Betrag 

z = ^ dx + JJ- dy = On (ia? + b« dy 

abweichen: 

^endgültig = ^vorläufig + ^ • 
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Bildet man schließlich die Differenzen v=^(p — /? , und 
multipliziert jede Verbesserung v mit dem zugehörigen V^, 
so muß sein 

[pvv] = [pll''l] . 



III. Abschnitt. 

Bedingte Beobachtungen. 



§ 25. Erklärung. Aufstellung der Bedingungs- 
gleichungen. 

Wir haben bisher vorausgesetzt, daß die Beobaehtungs- 
größen an sich voneinander unabhängig sind, bzw. nur 
insoweit zusammenhangen, als sie zur Ermittelung anderer 
Großen gemeinsam beitragen. 

Nun gibt es aber eine Eeihe von Aufgaben, in denen 
die mehrfach beobachteten Größen einer Anzahl (ß) 
voneinander unabhängiger, streng zu erfüllender mathe- 
matischer Bedingungen genügen müssen, „bedingte, 
direkte Beobachtungen". 

Sind z. B. die drei Winkel «,/?,/ eines Dreiecks je 
mehrfach gemessen, so müssen sie (unbeschadet der Berech- 
nung jedes einzelnen von ihnen nach der Formel L = ^j-y] 
der Bedingung genügen: Ll'J / 

«+/? + 7 = 2iE + sphär. Exz. 

Die (etwa durch Einwägung ermittelten) Höhenunter- 
schiede Ah der Endpunkte der Seiten eines geschlossenen 
Polygons müssen (abgesehen von der Mittelbildung im Falle 
mehrfacher Bestimmung jedes einzelnen Ah) der Bedingung 
genügen [Ah] = , 

Ebenso müssen die Seiten s und die Brechungswinkel ß 
eines geschlossenen Polygons, gleichgültig, ob sie je aus mehr- 
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facher Beobachtung gemittelt sind oder nicht, den drei Be- 
dingungen genügen: 

[ß] = (2n — 4:)'R bzw. C'2R 

[Ax] = [«-cos^?] =0 

[Ay] = [8'8m(p]=0 , 

wo (p die aus den Brechungswinkeln ß abzuleitenden Kich- 
tungs Winkel jeder Polygonseite in bezug auf ein beliebiges 
Koordinatensystem darstellen. 

Die erste, wichtigste und häufig schwierigste Auf- 
gabe der Ausgleichung ist im vorliegenden Falle die 
nach Zahl und Form richtige Aufstellung der Be- 
dingungsgleichungen. 

Bedingungsgleichungen zwischen den Beobachtungs- 
werten mehrerer Grrößen können auftreten, wenn zwischen 
diesen Größen ein mathematischer Zusammenhang infolge 
ihrer Zugehörigkeit zu einem abgeschlossenen Gebilde 
besteht Ist die Zahl der beobachteten, nur durch jenen ma- 
thematischen Zusammenhang miteinander in Verbindung 
stehenden, sonst aber voneinander unabhängigen Größen 
gleich der Zahl der zur individuellen Existenz jenes Ge- 
bildes nötigen Bestimmungsstücke, so ist keine Über- 
bestimmung vorhanden, also tritt auch keine Bedingungs- 
gleichung auf. Jede weiter hinzutretende Beobachtungs- 
größe, welche in jenen mathematischen Zusammenhang 
eingeschlossen ist, liefert eine weitere Bedingungs- 
gleichimg. 

Die Aufgabe der Ausgleichung bedingter Beobach- 
tungen tritt in der geodätischen Praxis am häufigsten 
auf bei der Einschaltung von Nivellements- und 
Dreiecksnetzen. 

Suchen wir daher als Beispiel die an einigen Dreiecks- 
netzen auftretenden Bedingungsgleichungen auf. 

Im Falle ausgeführter Winkelbeobachtungen haben wir 
dreierlei Gruppen solcher Gleichungen, nämlich: 
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1. Punktgleichungen. Die Summe der in ununter- 
brochener Folge um einen Punkt herumliegenden Winkel soll 
4k B betragen. Zur gegenseitigen Festlegung von 8 Strahlen 
braucht man 

«; = (« — 1) 

unabhängige Winkel. 

Jeder weiter ge- 
messene liefert eine 
Punktgleichung. 

2. Winkelsum- 
mengleichungen. 
Die Summe der drei 
Dreieckswinkel soU 
betragen: 

2 Ä + Exzeß. 

Jedes Dreieck, in welchem drei, jedes Viereck, in welchem vier 
usw. Winkel gemessen sind, liefert eine Winkelsummen- 
gleichung. 

3. Seitengleichungen. Reiht sich Dreieck an Dreieck 
so an, daß man von einer gegebenen Dreiecksseite ausgehend 
die anderen nur in bestimmter Reihenfolge auf bestimmtem 
Weg ableiten kann, „Dreieckskette" (s. Fig. 11), so können 

in 2 Dreiecken 1 Seite und 6 Winkel = 7 Stücke 
«3 „ 1 , „ 9 „ =10 Stücke 
«4 y, 1„ „12 „ usw. 

bekannt sein, mittels welcher die gegenseitige Lage von 
4, 5, 6 ... Punkten bestimmt ist. 

Notwendig zu dieser Bestimmung sind bei p Punkten all- 
gemein (2 p — 3) voneinander unabhängiger Stücke (worunter 
sich etwa befinden können 1 Seite und 2 /> — 4 Winkel), also 

bei 4 Punkt, od. 2 Dreieck. 5 unabhäng. Bestimmungsstücke, 



5 


n 


„ 3 


1> 


7 


w 


y> 


6 


m 


„ 4 


tt 


9 


n 
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Also sind unter obiger Voraussetzung 
im Falle der aus 2 Dreiecken bestiBhenden Kette 2 Stücke 




Fig. 12. F 



überschüssig, welche 2 , 3 , 4 ... Winkelsummengleichungen 
(für jedes Dreieck eine) liefern. Für Seitengleichungen bleibt 
in diesem Falle kein Raum. 

Sind diagonale Strahlen beobachtet (s. Fig. 13), oder die 
Dreiecke so gruppiert, daß man zur Berechnung der Länge 

irgend einer ihrer Seiten von 
einer bekannten Seite ausge- 
hend verschiedenerlei Winkel 
und Dreiecke wählen kann, 
„Dreiecksnetze" (s. Fig. 12 
u. 14), so gewährleistet die 
Erfüllung der Punkt- und Win- 
kelsummengleichungen noch 
nicht eine geschlossene Figur. 
Denn keine Methode der Win- 
kelausgleichung wird uns die 
wahren Werte der gemessenen 
Winkel oc verschaffen, auch die ausgeglichenen Werte sind 
noch mit Fehlern behaftet. Demgemäß werden sich für 
irgend eine der Strecken verschie- 
dene Längen ergeben, wenn wir 
sie, unter Benutzung der, wenn 
auch nach Punkt- und Winkelsum- 
mengleichungen verbesserten Win- 
kel, je aus anderen Dreiecken 
berechnen. 

Im ganzen sind (wie oben 
angegeben) zur Bestimmung der 
gegenseitigen Lage von p Punkten 
2 p — 3 unabhängige Stücke nötig. 
Sind eine Dreiecksseite und [w] 
Winkel bekannt, so ist demnach die Zahl der überschüssigen 
Beobachtungen : 




(69) 



ß = {iv]-2p + i. 
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Dies ist gleichzeitig die Zahl der aufzustellenden Bedingungs- 
gleichungen. 

In Fig. 13 der gegenseitigen Festlegung von vier Punkten 
sind 2 i? — 3 = 5 unabhängige Bestimmungsstticke nötig. Sind 
acht Winkel gemessen und eine Seite bekannt, so sind also 
9 — 5 = 4 Stücke übrig: wir müssen /? -= 4 unabhängige Be- 
dingungsgleichungen aufstellen. Durch die drei unabhängigen 
Winkelsummengleichungen 



(a) 
(b) 
(c) 



«1 + «2 + «3 + «8 = 2 -B 

«1 + «3 = «6 + «7 
«4 + «6 = «J + «8 



sind alle in der Figur möglichen Winkelsummengleichungen 
mit ausgedrückt. Als vierte Bedingung brauchen wir noch eine 




Fig. 14. 



Seitengleichung, welche den linearen Schluß der Figur 
gewährleistet. Wir erhalten sie, wenn wir, von irgend einer 
Umfangsseite a (gleichgültig, ob ihre Länge bekannt ist oder 
nicht) ausgehend, die ümfangsseiten des Vierecks der Reihe 
nach eine aus der anderen ableiten, bis wir wieder zu a ge- 
langen. Dann hebt sich a weg und wir erhalten: 



(d) 



smag sin «2 sm«; sinag 



smiXg smag sin «4 sina, 
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In Fig. 12 haben wir neben einer Punkt- und sechs Winkel- 
summengleichungen die auf gleiche Weise erhaltene Seiten- 
gleichung: 

sin«! sin «2 sinag sin «4 siuÄj sinag ■» 

sin/i sin 79 sin/g sin 74 sin/g siny^ 
usw. 

Da wir eine Seitengleichung im Falle der Dreiecks kette 
nicht nötig hatten, dagegen eine solche (und eine weitere 
Winkelsummengleichung) bekommen, sobald wir in die Kette 
noch irgend einen zweiseitig beobachteten diagonalen Strahl 
einschalten (Fig. 13) oder die erstere durch Rückkehr auf 
die Ausgangsbasis zum Ketz ausgestalten (Fig. 12), so 
erkennen wir: Ist nur eine Dreiecksseite bekannt, so ist 
die Zahl der Seitengleichungen gleich der Zahl der 
Dreiecksseiten, welche gestrichen werden müssen, um aus dem 
Dreiecksnetz eine Kette zu machen, die Zahl der Winkel- 
summengleichungen ist im Falle bloß zweiseitig beobach- 
teter Strahlen gleich der Zahl von Dreiecken der durch 
Strahlenausschaltung erzielten Kette + der Zahl der gestriche- 
nen Seiten. (Ist ein Punkt im Netz durch reinen Vorwärts- 
oder Rückwärtseinschnitt festgelegt, so liefert seine Existenz 
und diejenige seiner Bestimmungsstrahlen keine Winkel- 
summengleichung, beide bleiben für die Feststellung der Zahl 
der Bedingungsgleichungen außer Betracht.) Für jeden bloß 
einseitig beobachteten Strahl kommt aus der nach Vorigem 
festgestellten Zahl von Winkelsummengleichungen eine in 
Fortfall. Die übrigen Bedingungsgleichungen bis zur Gesamt- 
zahl von ß=^[w] — 2i? + 4 sind Punktgleichungen. 

In Fig. 14 sind in 10 Dreiecken 30 Winkel gemessen, 
1 Seite muß mindestens bekannt sein, gibt zusammen 31 be- 
kannte Stücke. Nötig sind für die gegenseitige Festlegung 
der 10 Punkte: 2p — 3 = 17 unabhängige Stücke. Also haben 
wir im ganzen 31 — 17 = 14 Bedingungsgleichungen, und 
zwar 2 Punktgleichungen (bei D und F\ 10 Winkelsummen- 
gleichungen und 2 Seitengleichungen. (Zum Zwecke der Zu- 
rückführang auf die Kette seien z. B. die Seiten AK und KJ 
gestrichen). 

Man kann die Zahl der Bedingungsgleichungen statt in 
der Zahl der gemessenen Winkel auch in der Zahl der 
beobachteten Strahlen ausdrücken. Sind in einem Punkte w 
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unabhängige Winkel gemessen, so ersetzen sie w-]-l Rich- 
tungen. Folglich ersetzen [w] in p Funkten gemessene 
unabhängige Winkel [w] -{- p Richtungen. Setzen wir 
jeden Strahl als zweiseitig beobachtet voraus, so haben 
wir also mit [w] in p Pimkten gemessenen unabhängigen 

Winkeln: 8 = *• •* je zweiseitig beobachtete Strahlen. 

Daraus erkennen wir: Sind «je zweiseitig beobachtete 
Strahlen im Dreiecksnetz vorhanden, so ist — eine 
einzige Dreiecksseite als bekannt vorausgesetzt — 
die Zahl der Bedingungsgleichungen im ganzen 

(70) . /?^[tr]— 2i? + 4 = 2*-8j> + 4. 

Daraus ergibt sich folgende 

Zusammenstellung der obigen Untersuchungen. 




I 



a.Söö 
I e 5öä*S 



2«o 







r 2^ Soll 



Zahl der 

Winkelsummen- 

gleichungen 



3 
4 
5 



1 
2 
3 

i? — 2 



3 

5 
7 

2i?-3 



«-3 = 

«-5 

«—7 

s-(2i7 — 3) 



+1 = 1 
(«-5)+2=«— 3 
(«— 7)+3=«— 4 

{«-(2l>-3)}+p-2 
=«-i>+l 



Sind von den « Strahlen »' nur einseitig beobachtet, so 
tritt an Stelle von « in obiger Q-leichung die Differenz 8 — 8^, 
also Zahl der Winkelsummengleichungen 

(71) (8-8')-p + l. 

Treten Richtungs- an Stelle der bisher vorausgesetzten 
Winkelbeobachtungen, so fallen die Punktgleichungen weg. 

Die Zahl der zur Festlegung unserer p Dreieckspunkte 
je zweiseitig beobachteten Strahlen sei wieder 8 , 

Weitbrecht, AusgleichungsrechnuDg. 11 
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d. Q^s&mtzahl d. Bedingungsgleichungen also /^=2«— 3i>+4, 
die Zahl der Winkelsummengleichungen ist 8 — p-\-\ ^ 

folglich die Zahl der Seitengleichungen « — 2i>+8. 

Sind unter den 8 Strahlen 8' nur einseitig beobachtete (etwaige 
reine Vor- oder Rückwärtseinschnitte bleiben für die Zählung 
der Punkte und der Richtungen außer Betracht), so wird 

die Zahl der Winkelsummengleiohungen = (« — «') — i> + 1 

die Zahl der Seitengleichungen = « — 2i? + 3 

d. Gesamtz. d. Bedingungsgleichungen ß = 28 — «'-r— 3i> + 4 • 

Sind mehr als 2 Festpunkte durch ihre Koordinaten 
gegeben, so liefert der Anschlußzwang weitere Bedingungen. 
So sind in Fig. 15 in 6 Dreiecken 18 Winkel gemessen 




Fig. 16. 



und überdies durch die 4 Festpunkte A, B, G und H 
5 unabhängige Stücke unabänderlich bekannt. Nötig sind 
für die Bestimmung der gegenseitigen Lage der 8 Punkte 
13 unabhängige Stücke, also brauchen wir für die Aus- 
gleichung 18 + 5 — 13 = 10 Bedingungsgleichungen. 
Hierunter sind 6 Winkelsummen- und 4 weitere Glei- 
chungen, welche die Festhaltung der als fehlerfrei vor- 
ausgesetzten Bestimmungselemente für die gegenseitige 
Lage der 4 Festpunkte verbürgen. Von den letzteren sichern 
zwei das fehlerfrei gegebene Verhältnis der Streckenlängen 
-4 -Bund OH, AG und BH, zwei deren gegebene Divergenz. 
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§ 26. Ausgleichung bedingter, direkter, durch Znrück- 
führung auf yermittelnde Beobachtungen. 

Das Verfahren möge an einem Beispiele gezeigt 
werden : 

Die Beobachtung der drei Winkel eines Dreieckes habe 
die gleich genauen Werte ergeben: 

li an Stelle von a 

h if 11 11 P 
*'B 11 11 V y * 
Die Bedingungsgleichung 

(72a) a+/? + y = 2Ä + Exz. 

wird durch die Beobachtungswerte l nicht scharf erfüllt sein. 
Vielmehr wird ein Widerspruch w sich einstellen, über dessen 
Vorzeichen wir dem allgemeinen Gebrauche folgend verfügen 
wollen: , _ , 

«7 = Ist — Soll. 

Wir erhalten dann: 

(72b) l,+l^ + l^ — (2R + E) = w . 

Wir müssen nun jedem der Beobachtungs werte l für die 
Unbekannten a , ß und y eine Verbesserung v zuschlagen, so 
daß die Bedingungsgleichung (72 a) durch die verbesserten Be- 
obachtungswerte erfüllt ist: 

(72c) {h+v,) + {l,+v,) + (l, + v,)==2R + E 
und wobei sich aus (72c) und (72b) ergibt: 
(72d) v,+v^+v^ + w = 0. 

Dabei müssen diese Verbesserungszuschläge v noch der all- 
gemeinen Ausgleichungsbedingung entsprechen: 

für gleich genaue Beobachtung: [t;v] = Min. 
für verschieden „ „ [pvv]= Min. 

Die bisherigen Untersuchungen haben uns nun noch 
nicht gelehrt, auf welche Weise wir außer der letzteren 
und Hauptbedingung noch die Nebenbedingung (72 a) 
bzw. (72 d) beröcksichtigen können. Am liebsten werden 
wir daher diese wegschaffen, indem wir mit ihrer 
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Hilfe eine der Unbekannten (etwa y = Ij -f Vg) in den 
beiden anderen ausdrücken. 

Wir erhalten dann (unter Weglassung des sphärischen 



« = ^1 + Vi 

Y = h+v, = 2R-{a + ß) = 2R-il, + v,+l, + v,). 

Führen wir, wie bisher, für die Unbekannten « und ß Nähe- 
rungswerte ein und bestimmen die ihnen noch zuzufügenden 
Zuschläge x und y als neue Unbekannte, erklären wir endlich 
die Beobachtungswerte ^ und l^ selbst als solche Nlüierungs- 
werte, womit 

ß = h + y 

y = 2E-(« + /?), 
so erhalten wir die Fehlergleichungen 
t?i = « — l^ = X 

V2 = ß—l^ = y 

Vg = y — /, = 2 Ä — (^1 + Vi + ^a + Va) — ^3 

= 2B — (li + h + l^) — v^ — v^ = —X — y—tü, 

deren Absolutglieder 0, 0, — w durch Abzug der festen 
und als solche fehlerfreien Näherungswerte an Stelle von 
^11 hl h getreten sind und mit ihnen gleiches Gewicht haben. 
Aus den Koeffizienten und Absolutgliedem dieser Fehler- 
gleichungen erhalten wir wie bisher diejenigen der Normal- 
gleichungen: 



Koeffizient 
der Fehler- 
gleichungen 



1.1+1 

2. i 
3.-1 
[]| 



I h 

+1 





l 







— io 



— w 



Probe 
8 



+1 
+1 

-M7 — 2 



Koeffizienten der Normal- 
gleichungen 

aa ab al bh hl II 



+1 


1+1 






+1 



1+21+1 






+w 





+i! 

+l'+ti; 



+w\-\-2\+w 








+w\ 



Probe 



88 



+1 

+1 



M?'+4tt;-|-6 
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womit letztere lauten: 

oder in abgekürzter Form samt den Koeffizientenproben: 



+ 2 +1 +t^ 
. +2 +w 






w^-^ 4w -{-6 (in Übereinstimmung mit 

der direkten Kechnung). 

Die früher gezeigte, gewöhnliche Reduktion liefert 
— w 
~2~ 

2 
womit o 1 ^ 

wie vorauszusehen w^. 

Das Gewicht des ausgeglichenen Winkels ß ist: 

der mittlere Fehler des Beobachtungswertes eines Winkels 

i/FT2T_ 1/t_ tr 

woraus wir erhalten: den mittleren Fehler des ausgeglichenen 
Winkels »^ to /— 

f 2 
Ist die Zahl der Unbekannten wie bislier =x^ die Zahl 
der zwischen ihnen bestehenden, streng zu erfüllenden Be- 
dingungsgleichungen = ß (wobei natürlich ß <^ x) , so 
können wir mittels der letzteren, wie vorstehend für 
eine Bedingungsgleichung gezeigt, immer ß der ün- 

Digitized by VjOOQ IC 



166 Bedingte Beobachtungen. 

bekannten in den übrigen ausdrücken und damit diese 
ß Unbekannte samt den Bedingungsgleichungen weg- 
schaffen. Die allgemeine Ausgleichungsbedingung 
[v v\ = Min. oder [pvv] == Min, liefert dann die Normal- 
gleichungen zur Bestimmung der x — ß übrigen Un- 
bekannten, ihrer Gewichte und mittleren Fehler für das 
Verfahren nach vermittelnden Beobachtungen. 

§ 27. Ausgleichang bedingter, direkter, gleich genauer 
Beobachtangen mittels Korrelaten. 

Die Wegschaffung der ß Bedingungsgleichungen durch 
Eliminierung einer gleich großen Zahl von den x Un- 
bekannten ist theoretisch zwar immer möglich, führt 
aber häufig zu schwerfälligen Koeffizienten der Fehler- 
gleichungen. Bequemer ist es in vielen Fällen, sämt- 
liche X Unbekannte beizubehalten, sie aber in ß neuen 
Unbekannten k auszudrücken, über die wir hernach ver- 
fügen. Durch sie, die „Korrelaten", vermehren wir aller- 
dings die Zahl der Unbekannten auf (x -\- ß), während 
wir sie nach dem Verfahren des § 26 auf (x — ß) 
herabdrückten. Gelingt es uns aber, die Beziehungen 
zwischen den ß neuen imd den x eigentlichen Un- 
bekannten einfach genug zu gestalten, so wird eine 
Rechen Vereinfachung gegenüber dem Verfahren des § 26 

X 

eintreten können, sobald ß ^x — ß, d. h. ß ^—. 

Um jene Beziehungen zwischen den x ursprünglichen und 
den ß neuen Unbekannten (Korrelaten) einfach zu gestalten, 
sorgen wir zunächst dafür, daß die ß durch die Werte der 
Unbekannten streng zu erfüllenden Bedingungsglei- 
chungen lineare Form annehmen. Zu diesem Zwecke 
führen wir die Beobachtungs- als Näherimgswerte für die 
Unbekannten X . , . ein , und betrachten die ihnen zu- 
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zufügenden Verbesserungen v als eigentliche Unbekannte 
a:, 2/..., so daß X=/j 4-^1 = ^1+^7 5^=^+«^2=^^H~y^sw. 
Mit diesem Kunstgriffe erzielen wir nebenbei noch eine 
erhebliche Rechenvereinfachung. 

Die ursprünglichen, durch die gesuchten endgültigen 
Werte X , F . . . der Beobachtungsgrößen zu erfüllenden 
ß Bedingungsgleichungen: 

( |i?\(Ä-, r...) = o 

(73a) 

-<— X Unbekannte— >- 
sind voraussichtlich durch die Beobachtungswerte /j , ^ . . . 
nicht scharf erfüllt. Letztere liefern vielmehr die Glei- 
chungen : 



|i^2(A^r...) = o 



(73b) 






wobei die Werte w die Einflüsse der Beobachtungsfehler 
auf die Bedingungsgleichungen darstellen. 

Die zur Wegschaffimg der Widersprüche w den Be- 
obachtungswerten / zuzufügenden Verbesserungen v sind 
gegenüber den Beobachtungswerten selbst jedenfalls so 
klein, daß wir höhere Potenzen von ihnen vernachlässigen 
dürfen. Dann liefert die Taylor sehe Reilie an Stelle 
der Bedingungsgleichimgen (a) die Gleichungen: 

F,(X,Y...) = F,{l,+v,,l,+v,...) 



(73 c) 



Fi(h,h 



dF. dF, 



= 



F,(X, Y . . .) = F,{1, + V,, l, + V, . . .) 



= F2ik,h- 



, , dF^ , dF. 



+ 



= 0. 
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Durch Sabtraktion (c) — (b) erhalten wir 

• + «'1=0 

• + w, = 









und mittels der schon früher benutzten Substitutionen 
( 6F^ dF^ öjp\ 



(25 d) 



^^. ^^2_. ^^2_. 



die reduzierten Bedingungsgleichungen: 

II o^t?! + «2 ^2 + • • • + w?! = oder [av] =« — t«?! 

^^«'l+^2^2H |-«^2==ö )> [6v]=— W?2 
Y • : : : 

-<— X Unbekannte «—>- 
Da ;« > /8 , reichen diese reduzierten Bedingungs- 
gleichungen zur eindeutigen Bestimmung der unbekannten 
Zuschläge V nicht aus. Letztere müssen noch der all- 
gemeinen Ausgleichungsbedingung genügen: [vv] = Min. 

Für den jetzt vorliegenden FaU, in welchem die x ge- 
suchten Yerbesserongsgrölen v außer der gewöhnlichen Mi- 
nimumsbedingang noch ß Nebenbedingungen genügen müssen, 
haben wir bekanntlich allgemein folgenden Weg der Ldsnng: 
Soll irgend eine Funktion (p(X, x, Z , ,) zum Minimum 
werden, während die Veränderlichen X, r, Z. .. noch ß 
Bedingungen von der Form 

j;(z, r, z...)=o 
j;(x, r, z...)=o 
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§ 27. Aasgleichang bedingter, direkter, gleich genauer Beob. 169 

streng erfällen müssen, so bilden wir an Stelle der Funktion q) 
eine andere, welche die erste samt den ß Bedingungsgleichungen 
enthält. Werte für X, F, Z, welche dieser neuen Funktion 
genügen, erfüllen auch die Bedingungen -F . Eine solche Funk- 
tion ist z. B. 

+ ß,^,(X,r,Z...)+---=Min. 

wobei öl , ö» . . . Koeffizienten sind, über die wir nach Bedarf 
verfügen. 

Wegen der Minimumsbedingung setzen wir 

ex ""^' dY ~^' dz"^'" 

und erhalten damit ebenso viele Gleichungen, als Unbekannte 
vorhanden sind* nämlich x . Wir besitzen also jetzt ein- 
schließlich der ß Nebenbedinffungen (« + ß) Q-leichungen für 
die X + /? Unbekannten X , Y, Z . . . ^^ , 02 • • • 

Multipliziereii wir im vorliegenden Falle die ß Be- 
dingungsgleichiiDgen (73 d) der Reihe nach mit 

Ö2 = — 2Är2 

SO erhalten wir 

I — 2a^k^v^ — 2 «2 ^1 ^2 — • • ' — 2k^w^ = (^ 
(73e) j —2h^k^Vy^ — 2h^k^v^ 2k^w^-==0 



Zu ihrer Summe addieren wir die zum Minimum zu 
machende Funktion 

und ordnen nach v, womit wir erhalten: 

|9?i(i7i ,v^,,.v^ = vl — 2 Vy^{a^\ + ^1^2 + ^ih H ) 
+ Vl—2V^ («2 h -\-hh+ ^2^3 H ) 
+ • • • — 2 (Ä^i t^;^ + ^2 ^2 + • • •) = ^^' 
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Partielle Ableitung von q)^ nach den x Unbekannten 
v^ , ^2 . . . liefert die ,^x Korrelatengleichungen": 

^^ — 2 fj — 2 (a, *! + tifcg + Cj^k^ -\ ) = 



(75) 






2 t?2 — 2 («2 ^1 + ^2 ^ + ^2^ + • • •) = Ö 



oder vereinfacht: 

(75) < ^2 = «2 ^1 + ^2 ^2 + ^ ^ + 



-ß Korrelaten k- 



& 
^ 



Damit haben wir die x unbekannten Zuschläge v in 
den ß zunächst ebenfalls noch unbekannten Korrelaten k 
ausgedrückt Um letztere selbst zu finden, setzen wir 
die Yerbesserungen v aus (75) in die ß reduzierten Be- 
dingungsgleichungen (73 d) ein. 

Durch Zusammenziehen erhalten wir dann ^ Nor- 
malgleichungen zur Berechnung der ß Korrelaten k : 

i[aa] Ä^i + [ab\ k^ + [ac] k^ + -." + w^ = | 
[ab]k,+[bb]k, + [bc]k, + .>>+w, = J 
: : Y 

-< ß unbekannte * >► 

Zur Ermittelung der Korrelaten k werden wir jetzt 
dasselbe Reduktionsverfahren und dieselben Rechenproben 
verwenden, wie bei der Ausgleichimg vermittelnder Be- 
obachtungen. Zur Erlangung der Unbekannten v , bzw. 
X, F. . . setzen wir schließlich die berechneten Werte 
der Korfelaten in die Korrelatengleichungen (75) ein. 
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Hieraus ergibt sich allgemein folgender Weg der 
Ausgleichung bedingter, direkter, gleich ge- 
nauer Beobachtungen mittels Korrelaten: 

1. Aufstellung der ß Bedingungsgleichungen zwischen 
den X Beobachtungsgrößen X, F. . . in der Form 

(73a) F^{X,Y.,,)-^^, 

2. Berechnung der Werte w , welche die rechte Seite dieser 
Bedingungsgleichungen annimmt bei Einsetzung der 
beobachteten Werte / an Stelle der gesuchten X, Y ... 

(73b) F,{\,l,...)^w,. 

3. Berechnung der x Koeffizienten a, b . . . aus jeder der 
ß Bedingungsgleichungen F 

_dJF\ __eF\ _dF, _dF^ 



(25 d) 






und Anschrieb der /8 reduzierten Bedingungsgleichungen 

|[a v] = Ol v, + 02 i?2 H = — 1^1 

4. Berechnung der Koeffizienten [aa]^ [a fe] . . . [6 fe] . . . 

und Anschrieb der ß Normalgleichungen für die 

ß Korrelaten 
(76) |[öa]Ä:i + [afe]Ä:2 H [- t^;^ = . 
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5. Reduktion der Normalgleichungen und Ausmittelung 
der rechts zuletzt stehenden Korrelaten k . Um- 
setzung der Koeffizienten und Berechnung der nun 
zidetzt stehenden Korrelaten usw. 

6. Einsetzung der gefundenen Korrelaten in die Korre- 
latengleichung (75). Addition der nach Gleichung (75) 
gefundenen Verbesserungszuschläge 

zu ^, /^ . . . , wodurch 

7. Bildimg von [vv] aus den Korrelatengleichungen (75). 

8. Berechnung des mittleren Fehlers m einer Beobach- 
tung. Durch die ß Bedingimgsgleichungen sinkt die 
Zahl der unabhängigen Unbekannten auf (x — ß) , 
Die Zahl der Beobachtimgen ist = ;<, folglich haben wir 
X — [x — ß] = ß überschüssige Beobachtuogen und 
und als mittleren Fehler einer Beobachtung: 



(77) w=±'j/ 



7~ 



Die Bildung der Fehlerquadratsumme [v v] direkt aus 
den VerbesseruDgen v ist zwar deshalb nicht allzu um- 
ständlich, weil die letzteren (als Unbekannte) doch be- 
rechnet werden müssen. Gleichwohl ist es schon der 
Probe wegen wünschenswert, wie bei den vermittelnden 
Beobachtungen [vv] auf j<nderem Wege zu gewinnen. 
Quadrieren wir jede der Korrelatengleichungen und 
addieren, so erhalten wir 
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[v v] = [a a] Äfj Äfj + [ab]kik^-\-[ac]kik^-\ 

+ [ab]k,k^ + [bb] k^k, + [bc] k^k, + ... 
+ [ac]Kk, + [bc]k,k, + [cc]k,k, + ^^^ 



woraus durch Vergleichung mit den Nonnalgleichun- 

gen (76): 

(78) [vv] = — k^w^ — k2 W2 — k^w^ — . .. = —[kw] , 



Das in § 26 durch Zurückführung auf vermittehide 
Beobachtungen gelöste Beispiel gestaltet sich jetzt wie 
folgt: 

1. Einzige Bedingungsgleichung: 

2. Einsetzung der Beobachtungs werte liefert: 
^ dF , dF ^ dF 



dl. 



= 1 = «1 ; 



dl^"^"^""' ^^» ""■^"^8 ' 



so daß die reduzierte Bedingungsgleichung lautet: 
Vj + Va + t?3 = — w . 
4. Hieraus kommt [aa] = S und die Normalgleichung 

woraus 



5. 



Ä,= — 



Nun liefert die Korrelatengleichung (75) die Un- 
bekannten : 



Vi =a,k,' 
Vi = a^ki 
Vs = a^K- 



w 
"3 
w 

w 



und 
damit 



<^ = h+^i'='h-Y 
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7. [t?t?]=— A:,w;j= — .t(; = -^ . 




§ 28. Ausgleichung bedingter, ungleich genauer 
Beobachtungen mittels Korrelaten. 

Der Bau und Inhalt der von den Unbekannten streng 
zu erfüllenden Bedingungsgleichungen (73 a) und der 
reduzierten Bedingungsgleichungen (73 d) wird durch 
den Genauigkeitsgrad der Beobachtungen l bzw. der Zu- 
schläge V nicht beeinflußt 

Deren ungleiche Genauigkeit ändert nur die Minimums- 
bedingung in 9?p ^ [p V v] = Min., so daß die Gleichung 
(74) jetzt, lautet: 

+ /?2 ^2 — 2 1^2 (ö^ ^1 + ^2 ^ + • • •) 

— 2 (Äjj t^^i + ^ ^2 + ' • ') = Min. 
Damit wird 



(75a) 






= 2piV^ - 2 (OiÄ^i + feiÄ^a + • • •) = 
= 2^)2^2 — 2 («2^1 + ^2^ H ) = 



woraus die Korrelatengleichungen: 
^ Pi Pi P\ ^ 

Pi P2 ^ P2 
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Wir erkennen, daß durch Einführung von Beobach- 
tungsgewichten Pi, P2 ... lediglich die Koeffizienten 
a , fe . . . der Korrelatengleichungen in 

übergehen. 

Setzen wir die Ausdrücke für v wieder in die un- 
veränderten reduzierten Bedingungsgleichungen (73d) 
ein und ziehen wieder zusammen, so erhalten wir wieder 
ß Normalgleichungen zur Berechnung der ß Korrelaten k : 



(76a) { \ab]. . 1"^^ 



ac 



+ 



IP 



Ä^ + 



IP J 

bc 



P 



h + 



h + 



+ w^ = 

+ «^2 = 



Die ganze Auflösung ist also gleich der des § 27, 
nur ist die rechte Seite der Korrelatengleichungen mit 
dem Gewicht derjenigen Beobachtung durchzudividieren, 
welcher die linksseitige Verbesserung v angehört. 

Noch einfacher ist es, schon die reduzierten Be- 
dingungsgleichungen (73 d) umzuformen, so daß sie lauten : 

m yPi I 

^v,y^ + ^v,^, + --. + w,=o I 

: : Y 

-< ft Unbekannte v >- 



Durch Substituierimg von 
ai , b. 



öl = ^1 • Yp^ usw. 
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176 Bedingte Beobachtungen» 

gehen sie über in: 

Biöi + BaösH \-^2==0. 

Jetzt hat man mit den Koeffizienten a , 6 , c . . . ge- 
nau das Verfahren des § 27 anzuwenden und nur am 
Schluß bei Berechnung der gesuchten Zuschläge v zu 
beachten, daß: 

arK + ^iK + CiK + "' = ^ = hyPi , 
folglich 

öl 

YP2 



Zur Fehlerberechnung braucht man |j? t^ v] = [b ö] , 
woraus der mittlere Beobachtimgsfehler: 
der Gewichtseinheit 



^ = +)/SM'=+|/M, 

einer Beobachtung vom G^ewicht p 

Yp 

Zahlenbeispiel. 

Mittels geometrischer Einwägung wurden folgende Höhen» 
unterschiede zwischen fünf Punkten A^ B^ U, D^ E be- 
stimmt: 
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Strecke 
Nr. 


von 


nach 


Ah 


Lösung der 

nlYellierten 

Strecke 


Zahl 
der Niv. 
Wieder- 
holungen 


1 


D 


E 


+ 10,194 m 


3,5 km 




2 


E 


B 


+ 10,659 „ 


2,6 „ 




3 


D 


B 


+ 20,871 „ 


IJ „ 




4 


D 


C 


+ 40,791 „ 


1,0 „ 




5 


B 


G 


+ 19,930 „ 


2,3 „ 




6 


A 


E 


+ 38,460 „ 


4,2 „ 


^ 


7 


A 


D 


+28,248 „ 


1,9 „ 


2 


8 


A 


C 


+ 69,076 „ 


2,8 „ 


2 



Die Höhe des Festpunktes A ist zu 201,754 m gegeben. 
Welches sind die Höhen der übrigen Punkte? 

Lösung. Die eingewogenen Strecken bilden zusammen 
vier geschlossene Figuren: 

EDB, CDA, ADE, BDC. 

Bezeichnen wir die ausgeglichenen, zunächst noch unbekannten 
Werte für die eingewogenen Höhenunterschiede der Strecken 
mit X, wobei jeder dieser Unbekannten die in der Aufgabe 
gewählte Streckennummer als Index zukommt, so erhalten 
wir hieraus vier Bedingungsgleichungen, nämlich: 

F,{X...)^ Z. + Z,-Z,=0, 

F^{X..)= X4-Z8 + Z,=0, 

F,(X...)= X,-Ze + Z,=0, 

-F,(Z...) = +Z,-X, + Z, = 0. 

Durch partielle Ableitung der Bedingungsgleichungen nach 
den Unbekannten erhalten wir für den Fall gleichwertiger 
Beobachtungen die Koeffizienten der Korrelatengleichungen: 
Weit brecht, Ausgleichungsrechnung. 12 
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^^1 1 , 




S=«' = o^ 


6F, ■ ^ 


^-f, 

^^^-«,-0; 




Sr=«'=«^ 




fxr'^='-^ 




|f = ^. = 0; 




«:='.=»^ 


-|fi = ^e = 0; 




-«■-'.- + '1 






ft — »^ 




eFz 


S -'•-»•■ 






^-c,- + >: 


l| = '. = o. 


t = ^'-^ 


Ä = ^-=«^ 


Ä=«.-+'i 




11-^. = +» 






t"^=»' 


•^=^«=0. 



Die Einsetzung der beobachteten an Stelle der aus- 
geglichenen (zunächst unbekannten) Werte von X . . . liefert 
die Widersprüche: 

F, = 10,194 + 10,659 — 20,871 -= ii?i = - 18 mm = — 1,8 cm , 
F^ r^ 40,791 — 69,076 + 28,248 = w;2 = — 37 mm = — 3,7 cm , 
F^ — 10,194 — 38,460 + 28,248 = tPg = — 18 mm = — 1,8 cm , 
J^4 ::: 20,871 — 40,791 + 19,930 = to^ = + 10 mm = + 1,0 cm . 
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§ 28. Ausgleichung bedingter, ungleich genauer Beob. 179 

Setzen wir als Gewichtseinheit eine einfach eingewogene 
Strecke von 1 km Länge fest und beachten, daß (gleiche 
Ziel weiten vorausgesetzt) der mittlere Fehler einer geometri- 
schen Einwägung wächst proportional zur Wurzel aus der 
Länge, ihr Gewicht also umgekehrt proportional zur Länge, 
so erhalten die beobachteten Höhenunterschiede die Gewichte : 



^'=3,5^ 


1 
^' ~ 2,6 ' 


1 

^'=1,7' 


1 
^^=1,0 = 


1 

^'~2,3' 


2 
^»=4,2' 


^'=1,9^ 


2 
^«=2,8- 



Damit gehen die Koeffizienten der Korrelatengleichungen 
über in: 

Ox = > = 1^3,5; o,= -^ = F^; a, = -^ = ^^\^- 

ypx ]P2 uh 

04 == O5 = Oß = O7 = Og = . 

Bt=B, = ^3 = 0; h, = %=\- 6, = be = 0; 
]Pa 






Ci = ;^ = 1'3,5 ; c, = c, = C4 = c^ = ; 

]P, ^ ^ \Pi ^ ^ 

b, = b, = 0; \ = ^ = \Xi\ b4 = ;^=-l; 
]p^ }P^ 

b5 = -i-- = y^,3; be = b,-b, = 0. 

Wir haben damit die Koeffizienten der reduzierten Be- 
dingungsgleichungen gefunden, welche uns diejenigen der 
Normalgleichungen zur Berechnung der vier Korrelaten ver- 
mitteln. 

12* 
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tt 


b 


c b i'aa 
,1 + 


ah 


ocjab 

+ 1- 


Bb 

+ 


bc'bb 

+ - 


cc 

+ 


cbbb 

+ 


1. 1+1,87 


+1,87 


Il3,5 





3,5|0 





3,5 |0 





2. 
3 


+1,61 








2,6 








|0 





. 





-1,30 





+l,30ll,7 

1 1 








1,7 

















1,7 


4. 


1 


-i,oo;o 








1 





1 








1,0 


5. 








+1,52 


00 





^0 








2,3 


6. 








-1,45 


lo 














2,1 |0 





7.1 





+0,97 


+0,97i 





|o 


0,950,950 


0,95' 





8., 





-1,18 





. 








« 


1,4 






















j7,8 





3,5 


1,7 


3,35|O,951,0|6,55 





5,0 



Aus den Noimalgleichungen 
2jSk, + 0k, +3,5A:3 . — 1,7^,-1,8 = 0, 
k^ + 3£5 Ä-2 + 0,95 Ä-g — 1,0 k^ — 3,7 = , 
3,5 ÄTj + 0,95 k^ + 6^ks + 0k^ — 1,8 = , 

— l,7Ä-i- 1,0Ä:2 +0^3 +5,0/r4 + l,0 = | 

ergeben sich auf bekannte Weise die vier Korrelaten k^ . , , k^ 
und aus ihnen mittels der Korrelatengleichungen die ein- 
gewichtigen Verbesserungen ö , welche durch Division mit 
}^p in die gesuchten, den Beobachtungswerten zuzuschlagenden 
Verbesserungen v übergehen. 
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SammlHns mdbtn ä^sr 80)af. 

6. ^, 65rcbeti*rcbe VerUgsbatidlutig, Hefpztg. 



Detäetc^ms ber bis je^t erjc^ienenen Bänbe. 



llniilttM« ^i^tvt, Hepetitodum un6 
Hufgabehfammlung jur 3nte9ral« 
reqnung oon Dr. $t\tbt. 3unfer, 
Prof. am KarlsgqmnaUum in Stutt« 
gort. mit50 5ig. Hr. 147. 

— mt>tvt, Don Prof. Dr. Benebift 
Sporer in (Ehingen, mit 5 Siq. 
nr.53. 

von tOemer Sombart, Prof. an öer 
Qan6elsf|0d)fä)ule Berlin. Itr. 209. 

JU?l»eiten>etftil}eirtttt0, fie* o. prof. 
Dr. aifreöinanes in Berlin. Hr. 267. 

JlritlriitHilt nn^ ^ifitbva oon Dr. 
I)erm. Säubert, Prof, an ber (bu 
Ie^rtenfd)ule 6es 3oqanneums in 
Hamburg, tlr. 47. 

Beifpielfammlung 3ur aritlimetif 

u. aigebra o. Dr. Ijermonn Säubert, 
Prof, an ber (Belebrtenfd)ule bts 3o« 
(anneums in Hamburg, tlr. 48. 

JUmtettnteren «. ^rmtnfibeftv^. 
«nfübrung in bie fojiale ßllfsarbett 
oon Dr. Hbolf U)eber in Bonn. 

^ tlr. 346. 

jlr^hetilt. 3lU0eitteine« ©onprof. Dr. 
iriaf Die3, Ce^rer an b. KgL aiabe* 
mie ber bilbenben Kfinfte in Stutt« 
gart Ilr.aoo. 

^pitontmlt» (Brdje, Beive^ung unb 
(Entfernung ber l)immclslbrper oon 
a.5. Tnöbtus,ncubearb. o. Dr. U). $. 
U)isttcenus,prof. a.b.Unloerf. Straft« 
bürg, mit 36 Hbb. u. 1 Stemf . Hr. 1 1. 

aiphroiilr^lllc. Die Befdjaffenlieit ber 
ßimmelsförper oon Dr. IDolter $, 
ibislicenus, prof. an ber Unioer^ität 
Strasburg, muiiabbilb. tlr. 91. 

%ufi€ibtnfamndi» f. ^ttul^t. ^tt- 
mtivit h. miftntv. Q>. (T^.Bürflen, 

Srof. am Healgi^mnafium in S<^io.« 
münb. init 32 Siguren. Hr. 2.i6. 
^J^iittme» oon O. (T^. Bürflen. 

Srof. am Realgpmnafium in Sd)io.« 
mfinb. Vm 8 5ig. tlr. 3ü9. 
- pimfkhaiifdft, o. tß. matter, Prof. 
f ber mattem, u. p^pf« am (btjmnot. 
B. InlUm. mttb.Reiultaten. Hr. 24a 
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^ttfftAtnttifüxft oon ®beYftu6ienrat 
Dr.E.n). Straub, Hettor oes €bcr« 
^orb'CuötDigS'CBqmnafiums in Stutt« 
gart tlr. 17. 

illetl^0^e her ItUittflen <$stit- 
hvatt oon nHUt. IDeitbrec^t, Örof. 
ber (beoböfie in Stuttgart mit 15 
5iguren unb 2 (Tafeln, tlr 802. 

IDc#etttU<lie, oon Dr. Karl tDoIff* 
Stabt'Oberbaurat in Qannooer. mit 
50 5ig. Hr. 380. . . 

jtfmtlttmll, llie, ht0 Jlbettblitttb«» 
oon Dr. K. S^äfer, Hffiftent am 
(betoerbemufeum in Bremen, mit 
22abbUb. nr.74. 

#etriel»»itiri>fl, Hie fit»e4ttttS||{0lle, 
oon 5tiebri(!^ Bartq, Oberingenieur 
in tlümberg. 1. (teil: Die mit 
Dampf betriebenen motoren nebft 
22 (Tabellen Aber i^re Hnfdiaffungs' 
u.Betr{ebs(often m UHbb. ttr.224. 

2. (Teil: Derfdjiebene motoren 

nebft 22 (Tabellen fiber i^re Hn« 
fd)affungs' unb Betriebsfoften. mit 
29ftbbitb. tlr. 225. 

#nt>eattn0*riHeU oon Dr. €. KobI« 
raUK^ , Prof. am Kgl. Kaif er IDtl« 
belms'(bnmnafium 3U Qannooer. 
mit 15 Hbbilb. Hr. 96. 

#i0U0ie ber llfliittten oon Dr. O. 
migula, Prof. an ber 5orfta(aöemie 
Cifena^. mit 60 flbbilb. tlr. 127. 

giol^QiebevSieve« JlliHll bev, oon 
Dr. ßeinr. Simrotb, Prof. an ber 
Unioerfität Ceimiq. Ör. 131. 

tfUid)erei fie^e: (Cei^«3nbuftrle III. 

^wtntt^wtftn I : msiserei oon Dr. 
Paul Dreoerfioff, Dlrettor b. Brauer« 
u. maiserf^ule 3u (brimma. mit 
16 Hbbilb. tlr. 303. 

#itdtf ft^rttitg in einfa^en unb bop« 
pelten Poften oon Hob. Stern, Ober» 
lebrer ber ©ffentt Ijonbelsle^ranft 
u.Do3.b.I}anbeIs^o^f<l^uIe3. Ceipsig. 
mit oielen Formularen. Itr. 116. 

gitbbl^ii oon Prof. Dr. (Ebmunb Qarbi). 

. Hr. 174^ 

#ttV0ettlttmbe. SUnrifbev« oonIH>f' 
rat Dr. (Dtto Piper in mün<ben. mit 
30 Hbbilb. Xtt.119. 

dlieinie, llllgemeitte ttttb pimfkkit' 
ilfdit. oon Dr.marRubo^^i,prof. 
0. b. tted)n. Qo^fd)ttIe in Darmftabt 
mit 22 5ig. 111^71. 



€fitmlt^ llital^üriiie, oonDr.^o^on« 
nes I^oppc. I : (T(}eorie unb (bang ber 
Hnalpfe. Hr. 247. 

II : Heattion ber metaKoibe unb 

metalle. tlr. 248. 

— ältt0r0imirfi|e« oon Dr. 3of. Klein 
in Itlann^eim. tlr. 37. 

fie^ audj: metalle. — metalloibe. 

€fftmit^ ^tfdfUiitt htVt von Dr. 
I)ugo Bauer, Hffiftent am c^m. 
Caboratorium ber Kgl. (Te^nifc^ 
I)od)f<^uIe Stuttgart I: Don ben 
älteften Seiten bis surDerbrennungs« 
t^eorie oon Caootfier. tlr. 2ö4. 

— 1 1 : Don Caooifier bis snr (begenvart. 
tlr. 265. 

oon Dr. ^ugo Bauer, Hffiftent am 

^em. Caboratorium ber KgL (Te^n. 

Qo(^fd)ule Stuttgart I. II: Hli« 

p^atifcbe Derbinbungen. 2 (Teile. 

Hr. m. 192. 
III: Karboct)nif(!^e Derbinbungen. 

Hr. 193. 
rv: Qeteroajnif<!^ Derbinbungen. 

Hr. 194. 

— I9v0aitir<l|e, oon Dr. 3of. Klein in 
mann^eim. Hr. 88. 

— ptmfifiPfiiTditt oon Dr. med. H. 
tegabn in Berlin. I : Hffimilation. 
mit 2 (Tafeln. Hr. 240. 

II: Diffimilation. imt einer 

(Tafel. Hr. 241. 
€fitmifdi-9^tamif^t ^tMUfft oon 

Dr. <b. Cunge, Prof. an ber €ib« 

genöff. polpteÄn. Sdbule in 3üricb. 
^it 16 HbbUb. Hr. 195. 

eifvifttn^nm. Die Cntmitflung bcs 
(T^riftentums innerl^alb bes neuen 
(Teftaments. Don Prof. Dr. Lic. 
(Tarl Clemen. Hr. 383. 

9€anpfktfftU9it, KursgefagtesCe^r* 
buib mit Beifpielen mr bas Selbft« 
f tuMum u. b. praüif^n (bebrau^ oon 
FriebriA Bort^, Oberingenieur in 
tmmberg. mit67 5ig. Hr. 9. 

9anwfmafdiint, ate. Kur3gefa|tes 
Cebrbu^ m. Beifpielen fflr bas Seibft* 
ftuoium unb ben praft. (bebrau^ oon 
5riebri(!^ Bart^, (Dberingenieur in 
Hümberg. mit 67 $iQ, Hr. 8. 

9nmpfHivbh»tn, 9ie, i^ IDir« 
tunosveif e unb Konf truTtion oon 3n« 
genieur I)ermann HHlba, Oberlehrer 
am ftaatl. (Ted)nifum in Bvemen. 
mit 104 Hbbilb. Hr. 274. 
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tttitt0 fiel^: ^^jrlftentuin. 

I>an6feuerroaffctt. 
«tttnii4tlttn0*0er<lttil|te bf» «lere 

oott Dr. Johannes meifenfjctmer, 
Prof. öer 3ooIogle an 6cr Unlocr^ität 
morburg. I: ^urdjung, pdmWo* 
anlagen. Caroen, SonnbUbung, (Em- 
bnionalljüllcn. intt48 5i9. nr.378. 

II t ©rganbttbung. IHlt 46 $\q. 

Ilr. 379. 

Hustoabl ous bcutf<^cn Dl^tungen 
bes la 3al|rl|U«berts oon Dr.Diftor 
3unf, flftuorlus bcr Katferlldicn 
a!abcmie berlDl!feni<^aften inlDlcn. 
m. 289. 

«vbiitii0neti#mtt#, ^>»5««Jt V**- 
Uirtiiitt Don Dr. fl. tWPPOIbt fr., 
mUalieb bcs Könlgl. prcuBif^cn 
meteoroIogif<^cn Snjtltuts 3U Pots- 
bam. tnit 14 flbbilb. unb 3 (Eaf. 
Hr. 175. 

miilh von profeffor Dr. TEljornos 
fl^ells in Bremen. Hr. 90. 

3um B^ftimmen ber Ijäufigercn In 
I)eutf<blanb xDilbiDaditcnbenPflansen 
oon Dr. U). ntigula, profeffor an 
ber 5orttoIabemle (Eijena«^. 1. ^etl. 
mit 50 flbbilb. Ilr. 268. 
2. TEell. mit 50 flbbilb. Hr. 269 

CB«»l0flttfte1fe. Cinfübrung In bl< 
5b«mie berejpIofioenPorgängeooii 
Dr. B. Brunsroig In ITeubabelsberg 
mit 6 flbbilb. u. 12 ttob. Hr. 333 

fnntUiettredit. Kedjt bes Bürger, 
n&en (5efe%bud|es. ülertes Bu<^ 
5amitienre<^t oon Dr. f|elnrid| (Ei^e 
Prof. 0. b. Unio. (Bötlingen tlr. 3uö 

^Svlieirei fiet)e: (EesHIOnbuftrie III 

felbflefiitfiti« 9ii» tttot^ertte, I: pi 
Cntnrttflung bes 5elbget(i)ü^cs fei 

- — «^ -|enen3nfantene 

-;ltdi ber (Et 
imvHi.uvw »«..«,.^,^..T>wIocrs, ett»( 
1850 bis 1890, con (Dberftleutiion 
JX>. ßepbenjeidi, militärlcljrer an be 
mmtärted»n. fliobemie in Bertti 
ma 1 flbbilb. Hr. aOö. 
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iellb^tfdiiHt, 9ü0mül^tvntt II: IHe 

€nttDidIung 6e$ gütigen 5elöge- 
M^fi^es auf (Bruno öer (Erfinbung 
oes raud)Iofen puloers, etwa 1890 
bis 3ur (Begenivart, oon (Dberftleut« 
nant ID. t)ct)6cnret<^, mililärte^rer 
an öer mtlitörteibn. Hfabemie in 
Berlin, mit 11 abbilö. Hr. 307. 

ievnfpvtAttiftfttti 9^fft oon Dr. 
Cubvtg Hemtab in Berlin. nUt 47 
5ig. unb 1 tofeL ttr. 155. 

it^^htiUUlivt oon ID. ßauber, 
Biplont'^ngenieur. XXI. 56 5ig- ur.288. 

gtHt, 9ie, itttb OcU foioie bie Seifen« 
u- Kersenfabrilation unb bie ßarse, 
Code, 5imiffe mit i^ren loic^tigften 
ßilfsftoffen oon Dr. Karl Braun in 
Berlin. I : €inf ü^rung in bie (E^emie, 
Befpre<^ung^ einiger Salae unb bie 
Seite unb (Die. ttr. SSö. 

-II: Bie Seifenfabrifation, bie 

Seifenanainfe unb bie Kersenfabri» 
fotion. imt 25 flbbilb. Ilr. 886. 

III : Qarje, Catfe, 5imiffe. lTr..S37. 

^UffuliriltatiO'ti fie^e: VLcpXUJnbiu 
ftrie n. 

^iiiiitt}ntiirfttrii|iift o. prdfibent Dr. 
R. oan ber Borget in Berlin. I : BSU 
gemeiner (TelL . Itr. 148. 

II : Befonberer (Ceil (Steuerlebre). 

nr. 391. 

glvnint fie^: Stüt unb Öle III. 

fifdte. Bas (Eierreidj IV: $\\dit oon 

grioatbosent Dr. mar Rautber in 
ielen. mit 37 HbbUb. ttr. 356. 
^fd}tvt% ttttb ßfdifndft 0. Dr. Karl 
€<iftein, Prof. an ber 5orIta!abemie 
€bersioaIbe, Abteilungsbirigent bei 
ber Qauptftation bts forftlic^en X)tf 
fttc^sioefens. Hr. 158. 

gtmntifammiunAy Htutlreiitat., u. 

Repetitorium b. mat^ematif , entl). bie 
»i^tigften Sormeln unb Ce^rfa^e b. 
Hrit^metif, HIgebra, algebraif^en 
Hnalqfis, ebenen (Beometrie, Stereo« 



metrier^benen u.Jpt)&rif(!^en (Trigo« 
nometrie, matb. (Deograpbie, analot 
(Beometrie b.'^ene u. b. Raumes, o. 



, Different> u.3ntegralre^n. o. 0. (Ei). 

BürfleiLprof. qm KgL Realgqmn. in 

Sdi«^(Bm&nb. mit 18 5ig. Rr. 51. 

~ ^fimfüittUTditt oon (B. mabler, Prof. 

0. (Bi)mn.inlUm. mü665i9. Rc 186. 



ittVßmifTtnfdiüfition Dr. Hb. SAnop« 
poci^, Profeijbr on ber ;ot'ta!abeinle 
Cbersroalbe, flbteilunt,~^trigent hü 
ber tjauptftation bes forftli^en Per* 
fudiswefens. Rr. 106. 

ivtmhmmpt, ^ttff, imiBiittrtlyett oon 
Dr.Rub KleinpouIinClfpaig. nr.55, 

^rtittbtttärtcrl>ttdi« 9tutfA)t*, oon 
Dr. Rub. Kleinpaul in Ceipjig. 
Rr. 273. 

iStwhintnfabvikiiH0U fiebe: tCertU« 
3nbuftrie IL • *** » 

<$ii*ltriiftmitrdt{sieit, 9{e« oon Jng. 
aifreb Kirfdjle in IjaHe a. S. XXtÜ 
bt Siguren. Rr. 316. 

9etttrii|littt^. Bon Dr. (Dtto £inbe<te» 
SefretSr bes Qouptoerbanbes beut» 
f&er gewerblicher (Benoffenf^aften. 
Rr. 384. 

tStCi^bcifle oon Dr. (L Rein^er^, Prof. 
an ber TCeAn. Qo^fd)uIe ßonnooet. 
mit66abbUb. Rr.102. 

ißtü^vapkltt Xftvün^nüfäftt oon 
Dr. Siegm. (Büntber, Prof. an ber 
fEeibn Qo^fd)uIe in RtünAen. mit 
62RbbiIb. Rr.92. 

— |ll|ti|ir<ltc, oon Dr. Siegm. (Bünt^er, 

grof. an ber KönigLlEecbn. ßocbfdbule 
tmünd)en.mit32abbilb. Rr.26. 

— f. aud^: Canbesfunbe. - CSnberfunbe. 
i^tti0t,U in fursemHussug ffirS<^uIen 

unb 3ur Selbltbelebrung 3ufammen« 
geltellt oon Prof Dr. <u>erb. 5raas 
fn Stuttgart mit 16 HbbUb. unb 4 
laf. mU 51 5i9. Rr. 13. 
i^emutMt^ 3lnitlttiirii|ei htv iBbtnt 
oon Prof Dr. tlt. Simon in Stras- 
burg. mU 67 5ig. Rr. 65. 

— — ^f^tibtnfanmUuni fttv 

bette oon (D.TCb Bürllen, Prof, am 
KgL Realgomnafium in S({in)&b.« 
(Bmfinb. RHt 32 5ig. Rr. 256. 

— ^ttaltttiff^, he*r ynttttte» oon 
Prof. Dr. tlt. Simon in Straftbura. 
mU 28 abbUb. Rr.SÖ. 

3litf0«Uteitriwmtiiti»B f. JUw- 

lt)t. ^tümtttit h. lUittttuft oon 
<D. TTb. BürQen, Prof. a. Realgqmn. t 
S({in>äb.»(Bmünb. m.85ig. Rr.809. 
ffntfttütnibt t oon Dr. Robert 
naugner, Prof. an berUnio.3ena. L 
ifltt 110 $iq. Rt. 142. 
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sttetHe bevoBliettr, Don (B.TTtobler, 
Prof. am (Bt^ntnafium tn Ulm. mit 
111 3welfarb. Sig. tlr.41. 

— Hfrofektive* in fpntbet Bc^onö« 
lung Don Dr. Karl Doeblemann, 
profcnor an ter Unlocrfltat ITlün* 
<^en. mit 91 5I9. nt.72. 

«terntiiltte, gn^lfflte, von Dr. Karl 
Brunner, Prof, am (Bt^mnaflum In 
pforjljelm un6 priDatöojent öer (Be* 
(d)id{te an 6er aed^n. f)0<^fd)ule In 
Karlsrulje. Hr. 2ao. 

— her ^IDlrrifflidten ^aikcmfkacAtn 

(Bulgarien, Serbien, Rumänien, 
montenegro, 6rie<^enlan6) oon Dr. 
K Rotfi In Kempten, ttr. 381. 

— iSmyeririlie, oon Dr. Qans Octel In 
Hugsburg. Hr. 160. 

— be# ^mutttiniriiictt Meidie« oon 
Dr. K. Rot^ In Kempten. Hr. 190. 

— Ilctttrdie* I: IHittelaltcr (bis 
1619) oon Dr. 5. Kurje, Prof. am 
KgL £ulfengi}mn. In Berlin, ttr. 83. 

II: ieitatter htv i^cf^r- 

Ittie0e (1500-1648) oon Dr. 5. 
Kurje, Drofeffor am KSnlgL Culfen« 
gqmnaftum In Berlin, tlr. 31. 

Iiny^wlJKIeltfaardiettfHe- 

bcn W* inr |litfl0litn0 be# 
alten lUMt» (1648-1806) oon Dr. 
5. Kune, Prof am Kgl. Cutfen» 
gqmnaflum In Berlin, tlr. 35. 

fle^e aud) : Queüenfunbe. 

— tBtt|itir<t|e, oon Prof. C (Berber, 
(Dberlel)rer In I>üffeIt>orf. tlr. 375. 

— Ifrutifafirdl«« oon Dr. H. Stemfelb, 
Prof. a. ö. Unloerf . Berlin, tlr. 85. 

— fGHedtifit}«, oon Dr. Qelnrl^ 
Smobooa, Prof, an ber beutfc^n 
Unloerf. präg. tlr. 49. 

— ht* 19. f al|vl|tttibert* o. (Dsfar 
3figer, 0. Qonorarprofeffor cm. ber 
Unloerf. Bonn. l.Bbd)n.:1800-185Z 
Hr. 216. 

2.B5^n.: 1853bU(Enbeb.3a^r^. 

nr.217. 

— |f#vaeU bis auf Me grle^. 3elt oon 
Lic Dr. 3. Ben3lnger. tlr. 281. 



•«r<ifiii|te i0iltrin0fti*« 0. Dr. Qes« 
mannDerld)sn>elIer,6e^.Heglerungs« 
rat In Strasburg. Ur. 6. 

— hti^ nUftt itto^voeitliittbe« oon 
• Dr. 5t. ßommel, Prof. o. b Unloerf. 

IHündien. in.9BUb.u.lKartnr.^. 

— %tfUtvt\AiiSd%t^ I: Don ber Ut» 
)elt bis 3ttm (Cobc König Hlbie^ts II. 
(1439) oon profeffor Dr. 5ran3 
oon Krones, neubearbeitet oon Dr.' 
Karl U^Itrs , Prof, an ber Unlo* 
<bra3. mit II Stammtaf. Hr. 104. 

II:t)om(Eo6eK5nlgaibr«^tsII. 

bis 3um IDeftföItfcben 5rteben (1440 
bis 1648), oon Prof. Dr. 5taiQ 
oon Krones, neubearbeitet oon Dr. 
Kart Uf|llr3, Prof. an ber Uni». 
6ra3. mit b Stammtafeln, tlr. 105. 

— lli^lttirdfe.o. Dr. (Clemens Branben« 
burger In pofen. Ur. 888. 

— KiHniriiie) oon ReaIgi}mnaflaI«Dtr. 
Dr. 3uI.Ko^ In 6runen>alb. Ur. 19. 

— PnrRMi«, o. Dr. U)ll^. Reeb, (Werl. 
am0ftergi}mnaflumlnmaln3. tlr. 4» 

— »Sdlfirdie, oon profeffor ©tto 
Kaemmel, Heftor bes Itllolalgqm» 
naflums 3U £elp3lg. Ur. 100. 

— ftdtttteifeHrii)«« oon Dr. K. Bfinb« 
flfer, Prof. a.b. Unio.3flrld). Hr.l88w 

— ^atA^A}t^ oon Dr. (Buftao Dlercts. 
Itr.266. 

— fdrOHttairilie, oon Dr. €mft Deo- 
rlent In 3<na. Hr. 352. 

— b«r %t9tm\t flel^e: (E^emle. 

— 1»tt illalfrti fle^e: maierei 

— bev ittitilyeiitittilt f. : mat^matlL 

— ^tt miitfUt fle^e: muflf. 

— 1»t9 9ISb(i000ilt fle^e : pSbagogll. 

— b«r |ll){l0l«0i« f.: Philologie. 

— ber V^tm flefie: PW»- 

— be# betttMintl^^ittiitt» f.: Roman. 

— bev ^ttmaA^ f.: Seemacht. 

— ber brtttriliett $|irfi4|e fle^e: 
(brammatlf, Beutfqe. 

— be« betttrit}fn ifttterrldiii»- 
ntefen!^ fie^e: Unterrld^tsnefen. 

— be# ieittttt0#tt»eren# f.: Seltungs» 
mefen. 

— ber i00li»0ie fle^: SooTogie. 
«feril|iil|t#it>inr««trii|iift, mnU\tnn^ 

\n bie, oon Dr. €mft Bem^eim, 
Protan ber Unloeri. (brelfsoalb. 
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•*ril|fit|t« 9{* m^l^tvntn^ her 
fnf^atiiUtvlt. I: Dom Auftreten 
oer gesogenen <Bef(^ü%e bis sur Der» 
menoung 6es raud)fq va<l^en puloers 
1850-1890 o. mummenljoff, TXlaiot 
beim Stabe öes 5u6artUIerie«Regi» 
ments (benerolfelöseugmeifter (Bran» 
öenburgi{(6es ttr. »1 IltU 50 dert» 
bUöem. nr. JÖ4. 

II t Die €nttDidlung öer heutigen 

<Bef<^flt)e öer SugartiUerie feit (Ein* 
füt}rung bes raud^f<^n)ad)en puloers 
1890 bis 3ur (begenvari mit 
31 tCe^tbilbem. tlr. 362. 

^tftiibnäu 4ftr0«rUdie«« fie|)e: 
Reqt bts Bürgerlichen (befe^bu<^es. 

•efttit^llfit^lflire. Der menf^Iic^ 
KSrper, fein Bau und feine (T&tig* 
feiten, Don (L Rebmann, (Dberfd)ul« 
rat in Karlsruhe. Rlit (befunb* 
^eitslel^re oon Dr. med. ß. Seiler. 
Ritt 47 flbb. u. 1 (Cof . Ilr. 18. 

•etiicirlielit)0ifiie oon Dr. €. Rot^ 
in potsoam. Rr. 350. 

9nittvffv»tf»n oon IDemer Sombart, 
Prof. an b. ßanbelsboAfAuIe Berlin. 
1.11. Hr. 203. 204. 

BtmlAii*nttftn* TXlak», mUnu unb 
(betoic^tsioefen oon Dr. Hug. Blinb, 

grof. an ber Qanbelsf(^ule in Köln, 
r. 283. 

eXtidiftrümmaTdiint, |lie« oon iL 
Kinjbrunner, 3ngenieur unb Dount 
für (Eleltrotedlnit an ber IRunicipal 
SAooI of (TeAnoIogi) in IRanAefter. 

, Ritt 78 5ig. Rr. '^7. 

iSMfdHtknnht oon Dr. 5HI) Ria« 
6a{ef in R)ien. Rlit 5 HbbUb. im 
tleit unb 11 TCaf. Rr. 154. 

C(0ttfrie^ »0n »tra^lmr«. Qart« 
mann oon Hue, IDoIfram oon 
€f<l^enba<l^ u. (5ottfrieb oon Stra^ 
bürg. Huswal)! aus bem böf. €pos 
mit Hnmerfungen unb IDorterbu^ 
oon Dr. K Rlarolb, Prof. am KgL 
5riebri<^sfoIIegium ju Königsberg 
tpr. Rr.22. 

C^rammatiltt $eittr<iie, unb htrse 
4Befd)i^te ber beutfd)en Sprache oon 
Sd)ulrat profeffor Dr. (D. £i)on in 
DresbeiL Rr.20. 

— ISricrtfiriiie, I: 5ormenIe^re oon 
Dr. I)ans Rtelger, Prof. an ber 
XIofterft^uIejuRlauIbronn. Rr.117. 

II : Bebeutungsleljrc unb Sqnta; 

oon Dr.Qans Rlel^er, proT^n ber 
KIofterfd)uIe 3u Rlaulbron«. tk, 11& 



Mi^ 



Uviiiiiiitiifili« %0ttluifäift» (Bnntbrtt 
berlateinifd^enSpraöle^e oon Prof. 
Dr.R).Dotf({iinRlagocburg. Rr.82. 

— mitttlii0^btnif$t. Der Ribc. 
binge Röt in Husombl unb mittel« 
boqbeutf Ae <5rammattl mtt lunem 
IPdrterbuq oon Dr. R). <BoIt^, 
Prof. an ber Unioerf. Roftotf. Rr. 1. 

— mnffkfdit^ oon Dr. Cri^ Bemefei; 
Prof. an ber Unioerf. Prag. Rr. 66. 

fie^e au<^ : Ruf fifc^es (befprdd)s> 

bu4 - Cefebuc^ 

oon Prof. ([^. be Beau(, (Dffider be 
r3nftruction Publique. Rr. 182. 

— «italirdie« oon €. €. ID^itfielb, M. 
A., Oberlehrer an King €bQ>arb VII 
(Brammar Si&ool in King's Cqnn. 
Rr. 287. 

— IptutitSfirdfe. oon profeffor (C^. 
be Beau;, (Dffider be r3n|truction 
publique. Rr: 188. 

— ItulUnirdie, oon Prof. Hlbcrto 
be Beauir, Oberlebrer am Kgl. 3nftitut 
S. S. Hnnunjiata tn Slorenj. Rr. 219. 

— UnffkfOit^ oon Dr. S^eobor oon 
Kamraosti) in Ceipjig Rr. 315. 

— fpanltOf», oon Dr. HIfrebo Rabal 
be Rlariescurreno. Rr. 295. 

^anhtUptiiük^ %u0w'dvHit, oon 
Dr. Qeinr. Sieoefing, Prof. an ber 
Unioerf. Rtarburg. Rr. 246w 

^an^tUwtftnt 9tt#« i>on <Be^. (Dbcr^ 
regierungsrat Dr. R)ilb. Ceris, 
Prof. a. b. Unioerf. 6öttingen. I: Das 
I)anbeIsperfonat unb ber IDaren« 
lianbeL Rr.2%. 

11: Die €ffe!tenbdrfe unb bie 

innere Qanbelspolitif. Rr. 297. 

lim« htr, feU ber RlTttebes 19. 3af)r« 
bunberts unb il)r i^eutiger Stan<> oon 
(B. R)r3obef, (Dberleutnant im 3n« 
fantede«Regiment 5reiberr Silier 
oon (Börtringen (4. Dofenfc^) ur. 59 
unb affiftent ber Köniot (Ben>ef)r» 
prfifungsfommiffion. tritt 21 Hbb. 

Umnttanietelive oon H. ßalm. mit 
oicien Rotenbeilagen. Rt. 120. 

Horttitiuiit vtn ^tte, fßtif iMtm van 
if^fditnbadf unb IKottfrifb »mt 
fttafibnvti* ausmalt aus bem 
qöfifc^en (Epos mit anmerfungcn 
unb IDörterbud) oon Dr. K Rlorolb^ 
Drof. am Kdnigli(!^en 5debdte 
tollegiumsu Königsberg i. pc Rt.22L 
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Htt^e, idilie, iivulf^t von Dr. Karl 
Braun in Berlin. (Die S^iU un6 
m III.) nr. 837. 

0. Dr. m. Qaberlanoi, Drioatöo). o. ft. 

Untocrf. IDien. L U. llr. 162. 163. 
Utif ttit0 9nb tf lifliittg oon 3n9en{eur 

3o^anne$ Körting in Dfiffelborf. 

1.: Das lOefen unb öie Berechnung 

6er Qeisungs« unö Cilftungsanlagen. 

mU 34 5ig. Hr. 342. 
II. : Die Husffit)rung 6er l^eisungs* 

un6 Cflftungsanlagen. Idit 191 5ig. 

Hr. 343. 
Hf l^ettr««*« 9te betttrdfe, oon Dr. 

(Dtto £uit|>ol6 3iric3ef, Prof. an 

6er Unioerf. münft«t. Hr. 32. 

— fie^ au^: int}t^Iogie. 
ili|0ieit« be# j(täHebitit#, |pit, 

oon profeffor Q. (E^r. ttuftbaum in 
Qannooer. mit 30 Hbb. Itr. 348. 

— htif ^tlfwimifHiiftTtnff oon Prof. 
^. €br. Ttuftbaunt in ßannooer . IHit 
5a6biI6. nr.363. 

filte« o. Dr. <Buft. Rauter in C^r* 
lottenburg. I: Die £ebIancfo6ain6u> 
jirie un6 wre tlebensoeige. mit 12 

II: SaHnenioefen, Kalif alje, 

Dfingerinbuftrie un6 Denoanbtcs. 
mu 6 Saf. tlr. 206. 

III: Hnorganif(be C^emif^eprft» 

parate, mit 6 (lafeln. nr. 207. 

^p^nftvit b«v Silikat», l^tv Itfinffl. 

I: (blas un6!erantif(6e3n6uftrie oon 
Dr. (Buftao Rauter in €barIotten« 
bürg, mit 12 Saf. tlr. 283. 

II: Die3n6uftrie6er!ünftn%n 

Baufteine un6 6es mSrtels. mit 
12 ttal Rr. 234. 

fnfelttiortt»ltniiili%eiten, |lif, ittt^ 
il|r* ifttfi&hmi oon Stabsarzt 
Dr. TD. I^offmann in Berlin, mit 
12 oom Derfoffer aejeiAneten flb- 
biI6ung. u. einer fiebertafel. Rr 327. 

fitt*0ralr<ilftmtt0 oon Dr. 5rie6r. 
lunfer, Prof, am Karlsgqmn. in 
Stuttgart mit 89 5ig. Rt. 88. 

— Rc))etitoriuni u. Hufgabenfammluna 
utr3ntegraIre(!^nungo. Dr.5rie6ri<q 
junler, Prof. am Karlsgqmn. in 
Stuttgart mu 52 5ig. Rt.147. 



gtoHntlmitbe« gef6i^tU<^ bargefteltt 
oon €. 6elci(q, Direltor 6er L t 
Rautif<^en Schule in CuHinpiccolo 
un6 $, Sauter, Prof. am Realgqmn. 
in Ulm, neu bearb. oon Or. pauI 
Dinfe, Hffiftcnt 6er (Befellf^aft für 
€r6fun6e in Berlin, mu 70 abbilb. 
Rr.3a 

lUrifitfalnriliiitiott fiel^e: 5ette un6 
öle II. 

itiriiieitiM* martin Cutber, tn^om. 
mumer. un6 6as Kirc^enlieö 6es 
16. 3ai)r^un6ert$. Husgeioö^tt 
un6 mit (Einleitungen un6 An« 
merfungen oerfe^en oon Prof. (5. 
Berlit, Oberlel^rer am Rifolaigqm« 
nafium 3U £eip3ig. Rr. 7. 

^itdjtnvtdit oon Dr. (Emil Se^Iing, 
orb. profeffor 6. Red)te in (Erlangen. 
Rif. 377. 

Illiiitiiltttnb* I: allgemeine Klima» 
lettre oon Prof. Dr. R). Koppen, 
meteorologe 6erSeeioarte ßamourg. 
mü 7 rCaf. un6 2 5ig. Rr. 114. 

|t0lmtiiil0erd|ldyte oon Dr. Dietri^ 
Sd)äfer, Prof. 6er (befc^i<bte an 6er 
Unioerf. Berlin. Rr. 15a 

gt^loniulveilttf ^tntfdtt*, oon Dr. 
l). (E6Ier oon I^offmann, prioatbos. 
an 6er Unioerf. (Böttingen. Rr.stH. 

$iümpif^^0n*ltlivt, mufifalifd^ 
5ormenIebre oon Stephan Kre^L 
I. IL mit oielen Rotenbeifpivlen. 
Rr. 149. 150. 

^0ntftUvf€f»n^ 9ii# nflHkttltur- 
äitmiMit^ oon Dr. pauI Krif(^e 
in (Böttingen. Rr. 804. 

Ü^yi^tr, htv iiwiirii|liii}e, rein ^au 
unh ftln» 9iiti0iuitnt, oon 
(L Kebmann, (Dber]<^ulrat in Karts« 
rii^e. mit (befunbbeitsle^re oon Dr. 
med. Q. Seiler, mit 47 Hbbttb. un6 
1 daf. Rr. 18. 

^tÜtnanfOiUti fiel^e: Deranf^Iagen. 

ilviftttUodVrtV^ie oon Dr. W. Brui}n$, 

grof. an 6er Unioerf. Straftburg. 
tU190abbU6. Rr.210. 

Itttbrittt nnb pUivitiitptn. mit 
(Einleitung unb tDörterbu^ oon 
Dr. (D. C. 3iric3el, Prof. an 6er Uni- 
oerf münfter. Rr. 10. 

Hebe au(b : Ceben, Deutf<^es, im 

12. ja^r^unoert 

Ititlittr, ilte« htv l^cnnilTiittre. (Be« 
(Utung, 5orf^ung, Did|tung oon 
Dr. Robert 5. Hmolb, pdoatöojent 
an 6er Unioerf. IDien. Rr. 18a 
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gtnltttraefiMiltte, ^tutfift, von 

Dr. Rein^. (Bfint^er. Hr. 56. 

gUinltr, flie ^tapWdfent von €art 
Xampntann, 5o^Ie!)reT a. 6. (. Y. 
6rap^ifc^en £e^r« un6 Dtrfu^s* 
anftalt in tDten. mit 3af)Ireid)en 
a6biI6. un5 Beilagen. Itr. 75. 

Itnrtfilitrifl fie^e: StenoQrap!)ie. 

inili« fie^e: $tttt un6 Ole III. 

ftSttberltttttb« vün ißwf^pa tK>n 
Dr. $tan^ I)ei6eri^, Prof. am 
5rancisco«3ofep^inum in ntobting. 
ntit 14 (£e;tfört<^en un6 Dia« 
grammen un6 einer Karte 5er 
Hlpeneinteilung. Xtr. 62^ 

— htv aufltvtuvpplHfaftn Gvb- 
teile oon Dr. 5ran3 ßeiberi^, 
Profeffor a.5ranci$co«3ofe|)qinum in 
fttööling. mit 11 (Eeftf&rtd^en un6 
Profil, ttr. 63. 

gtm^t^Hunht lt. fßMfaiinft0^t0- 

oon Dr. Kurt ßaffert, profeffor öer 
(Beograpbie an o nanöeIs>ßod^f^uIe 
in Köln, mit 8 HbbU6.. 6 grapf^ifd). 
fEabellen unb 1 Karte, tlr. 319. 
gnnht*imnht tt^tt #it>en iH>n Prof. 
Dr. ©. Kienl^ in Karlsru^. mit 
Profil« HbbUb. unb 1 Karte. Hr. 199. 

— be# |U(ni0Vtiii|# fantvn oon 
Dr. W. (5Ö|, Prof . ano. Kgt Zt&^n. 
f>o4f^uIe mun<^en. mit Profilen, 
abbUb. u. 1 Karte. Hr. 176. 

— tton fMHfdi'^tvl^amtHka oon 
Prof. Dr. Ä ©ppel in Bremen, mit 
13 abbUb. unb 1 Karte. Hr. 284. 

— voit <Sir«t«$^Hit«f tt oon Prof. 
Dr. R. Cangenbect in Strasburg i.<c. 
mit 11 Hbbilbgn. u. 1 Karte. nr.215. 

— htv §b€vifdftn ^ctlblnftl oon 
Dr. 5tift Regel, Prof. an ber Uni* 
oerf . IDur^burg. mit 8 Kärt^en unb 
8 abbilb. im (Ee^ unb 1 Karte in 
5arbenbru(t. Itr. 286. 

— P0n diterreiily - iln0itnt oon 
Dr. aifreb (Brunb, profeffor an 
berUnioerf. Berlin, mit 10 Sert- 
illuftration. unb 1 Karte. Rr. 244. 

— be# iBu»0vSi^äitn Pttflattb^ 
ntbfk ifitmlott^* oon profeffor Dr. 
a. PfiUippfon in Qalle a. $. tlr. 359. 

— be# gt9ni0ir*iflt* iS^adiftn o. Dr. 
3. Semmric^, Oberlehrer am Real* 
gpmnaf. in Plauen, mit 12 ab« 
bitb. u. 1 Karte. Rr. 258. 



(S^neben, RonoegenunbDfinemarf) 
oon Qeinri(^ Kerp, teurer am (Bqm» 
nafium unb £el}rer ber €rbfunbe am 
Comenius'Seminar ta Bonn, mit 
11 Rbhüb. unb 1 Karte. Rr. 202. 

0. Dr. Kurt IJajJert, Prof .b.<Beograpme 
an ber I)anbelsfK>^(^ule in Köln, 
mit 16 Oonbilb. u. 1 Karte. Rr. 157. 
gtmbt^- ujfpikffkunbt Viiiaflittit« 
oon Lic. Dr.i^uftao ßdlf<iQer in ßalle. 
Rtit 8 Donbilb. u. 1 Karte. Rr. 345. 

oon €mft Congenbetf in BoAum. 
Rr. 227. : 

if»lrtl|ttit)beH. ' ReoHontmentar^tt 
ben Boßs» unb Kunftepen unb jum 
minnefang Oon Prof. Dr. Jul. 
Dieffenbaqer in 5reiburg i. B. 
1. (TeU : 6ffentlid)e$ Ztbtru mit yüfiß 
reid)en aobilbungen. Rr. 93. 

2. (Eeil: Drioatleben. mit ja^l« 

reichen abbilbungen. Rr. 328. 

$«mtt0# «Nttttin «likUriti. mitdn« 
leitutm unb anmerhtngen oon Prof. 
Dr. w, Potf(^. Rr. 2. 

— üliimit ». ^avnhtlm. mit anm. 
oon Dr. tComaf^el. Rr. 5. 

iiOvt (Cfteoretifc^e pbofil II. tTeU: 
£i^t unb IDarme. von Dr. <Buft. 
3Sger, Prof. an ber Unioerf. QHen. 
mö47abbttb. Rr.77. 

gitemftttv« 2^lifiüdih€utf^t^ mit 
(Brommatil, Uberl^^ung unb Cr« 
Iduterungenoon (EI). S<^auffler, prof. 
am Realgqmnafium in Ulm. lur.28. 

gUtV€dWfhtnkm^iUv>t* 14. it. 15, 
ffibrlnttt^trt** ausgemäfilt unb 
erläutert oon Dr. Qermamt 3<int(en, 
Bireftor ber Königin Cuife-Scbule in 
Königsberg i pr. Rr. 181. 

— b»# 16. fiilii^ttitbeH» I : ülttr- 
tin ^ittgfir, «^^nt. KW t t ytt cy tt* 
bii* fUtäitttiUb bf* 16. |i«tl|v- 
ItitttJbeH«* ausgemä^lt unb mit 
Anleitungen unb anmerf ungen oet^ 
fe^ oon Prof. 6. Berlit, Ober* 
lebrer am Rilolaigi)mnafium 3u 
teipjig. Rr. 7. 

II: ßtmif 9t^0* ausgemfil^lt 

unb erläutert oon Prof. Dr. 3ul. 
Sa^r. Rr.2d. 
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Dr. Rutelf Beet in tDicn. L IL 
m. 167. 168. 

$«0iiritl|tttfti. Pierftenige (Cafeln 
wnb (Beaentafeln für logarit^mif (i^ 
un6 trtgonomemffi^es Hcd)nen in 
noei 5arben sufammengeftellt oon 
Dr. ßermann Säubert, prof. an 
6er oelebrtenf^ule öes 3o^an« 
neums in rjamburg. Itr. 81. 

$O0ilt. pfn(^oIoQie unb Cogit 3ur Cin- 
fü^runginMepi^Uofopt)ieo Dr.tCb. 
(Ifen^Kms. mit 13 Sig. Hr. 14 

gvMltv, miavtiit, Cliatii. {Kttmev 
ttitJb bii# Itivi^eitlle^ bei^ 16. 
ffil|vl|tttt>cirt#, HusgeiDfi^It unb 
mit <EmIeÜnngen nnb Hnmerfungen 
oerfe^ oon Prof. 6. Berlit, Ober» 
lebrer am nifoIaigi)mnafium 3U 
£etp3{g. Itr. 7. 

ffHaantti^nmff. (TbeoretifAe pbofü 
m. Sett: CIeftri3Uat unb magnetis« 
mu$. Don Dr. (buftao jSger, 
Prof. an ber Unfoerf. U)ien. init 
33 Hb^b. nr. 78. 

ülitUvci« «»erdfUtie her, I. II. 111. 
IT. V. Don Dr.Ric^. mutier. Prof. 
an b.Unioerf. Breslau, ttr. 107—111. 

miiilfcrei. Brouereiioefen I: ttlfilserei 
Don Dr. p. Dreoer^off, Direftor ber 
öffentt u. I. Sa^i BerfuÄsftot. ffir 
Brauerei u IltSIaerei, foiv. b. Brauer« 
u. nt&Iserfd^ule su (Brimma. Itr. 303. 

üliiriiiineneltiitettte, Sie. Xun« 

8 ef altes Cel^rbu^ mit Beifpielen für 
as Selbftftubium unb ben praft. oe« 
brauA oon $t, Bart!), Oberingenieur 
in nömberg. Tttit 86 5ig- Hr. & 

ffHaflanttUiift oon Dr. Otto Rbbm in 
Stuttgart. ITtü 14 5ig- Hr. 221. 

IPliilt-. HUfott- mih fScntiiitt«- 
tvtftn oon Dr. HuguftBIinb,prof. 
an ber Qanbelsfc^ule in K9In. ttr. 283. 

fttUftevinipv&ftm^^mtftn. (Einfügt. 
i. b. mob. (Ced^nif b. Ütaterialprüfung 
oon K. IRemmler, Diplomingenieur. 
StAnb.IRitarbeiter a. Kgl.lltaterial« 
Drüfungsamte 3u (&ro6'£id)terfeIbe. 
I: «laterialeigenfÄaften. - 5eftig* 
feitsoerfuc^e. - QUfsmittel f. 5e tig. 
feitsoerjudie. mit 58 5ig. Hr. Sil. 

11 : titetallprilfung u. prüfung o. 

Qilfsmaterialien b. Tuafqinenbaues. 
— Baumaterialprüfung. — Dapiec» 
Prüfung. — SAmiermittelprüfung. — 
Einiges über uletanograp^ie. lltit 
31 5ig. Hr. 812. 
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üiiilrfiitiKtilt, €(f rilrliltte htr^ von 

Dr. ^ Stumt, profeffor am Ober« 
gqmnafiuminSeitenftctten. Hr. 226. 
IKtfltrtttilt. (Cbcorei p^i)fU I. tCeil: 
irtedianit utio Hfujtil. Don Dr. 
<5ufiao 3fi9(r, Prof, an 6er Unio. 
IPicn. mit 19 abbttö. ttr. 7a 

ill<erf#ltttii]b<« yirt|^rilr<t oon Dr. 

<Berl)ar6 Sd^ott, Abteilungsoortte^cr 
an 6er Deutf^cn Seetoarte in Ijam* 
bürg. m\t 28 Hbbilb. im ^e^t un6 
8tCaf. nr.112. 

HUnTitita^^mftlio^ett. yirt|RltiiHrilt« 
o. Dr. nOil^elm Baor6t, (Dberle^rer 
an 6er (Dberrealfqule in <bro|« 
£UI|tcrfeI6e. mit 49 $iq. Hr. 301. 

^tUtiit (anorganif<I|e<n^mie 2.tCeiI) 
0. Dr.(D$CarSd)mt6t 6ti)I.3ngenicur, 
Affiftent an 6er Königt Baugeoert» 
f4iuie in Stuttgart. Itr. 212. 

jftittüüüiht (Anorganifibe <n^mie 
l.^ein oon Dr^iDsror S^mibt, 6ipl. 
Ingenieur, Affiftent an 6er Kgl. Bau« 
geioerifi^ule in Stuttgart tlr. 211. 

IKffrtUitrgie oon Dr. Aug <bei|(, 
biplom. (Tl^emifer in münden, 1. 11. 
m\i 21 5ig- Hr. 313. 314. 

^tUPVi»l09it oon Dr. H). ICrabert, 
Prof. an 6er Unioerf. 3nnsbru(t. 
mit 49 Abbilb. un6 7 (Caf . Hr. 51 

IHHiiSrflraftrilit oon Dr. mof (Emjt 
maper, Prof, an 6er Unioerfitat 
Stragburg l(L 2 B&nbe. Hr. 371, 
372. 

9/HnttAl0t^t oon Dr. R. Brauns, 
Prof. an 6er Unioerf. Bonn, mit 
130 Abbilb. Hr. 2». 

mitmtfrtita ttit> ^iintiltlbidtititifi. 
H)alt^r oon 6er ])ogeIn)ei6e mit Aus« 
wo^l aus minnejang un6 Spru«^« 
6i(^tung. mit Anmerhingen un6 
einem tDörterbui^ oon (Dtto 
<5fintter, Prof. an 6er (Dberreal* 

ßiule unb an 6er Ztä^n. Ijoc^fc^ulc 
Stuttgart Hr. 23. 

(UlogU >tr flflimfen. Don Dr. 

VumXguIo, Prof. a. 6. 5orftata6emie 
aiM^ mit 50 Abbilb. Hr. 141. 

UN AiiiWiM N* 

oiqtsn>efen 

8rof. an 6er Qan6eUf(^ in Köln, 
r. 283. 



Bü^mfins« un6 (bt» 
oon Dr. Aug. BIin6, 



IKttrtttr, CjiMita». Htortin tuOet, 
(Cl^omas munter un6 6as Kirc^niicb 
bes 16. 3al)r^. AusaeodI)It unb 
mit (Einleitungen unb Anmerfungen 
oerfeben oon prof . <b. Beritt, (DbcrL 
am HUoIaigi)mn. 3U £cip3ig. Hr. 7. 



11^, «(f fiiliibtf htv tMtn muh 
iitm«laltcrltfl|ftt, oon Dr. A. 
md^Ierin Pfrungen. 3meiBSnb(^. 
mit 3a^Ireid)en Abbilb. unb mufi^ 
beilagen. Hr. 121 unb 347. 

p0hH0n*UlfVt) 0. Stepban Krebt 
I. Ü. mit oielen HoteitbeifpieUn. 
Hr. 149. 160. 

mii^fi^lictlli oon Dr. Karl ibrunsto 
in Stuttgart. Hr. 344. 

mn^t^föiidiU tft0 17. tttt» 18. 
Mt^vkun^tttit oon Dr. K ibruns« 
fi) in Stuttgart. Hr. 289. 

— ]b«# 19. 9«ilnr^ttit>fri# oon Dr. 
K ibrunsfo in Stuttgart I. IL 
Hr. 164. 165. 

}ßi»MUtlnt,9M^tmtintt o.Stcp]ian 

Kre^Iln£eip3ig. Hr. 220. 
IKtttlyi^totfU f ifitrmtmifäit^ oon Dr. 

^gen mögt, Prof. an ber Unioerf. 
£eip3ig. Hr. 15. , 

— Ig^tUdilfdit ttitb v9mi(dit, oon 
Dr. I)erm. Steubina, Prof am 
Kgt <bi)mnafium in IDursen. Hr. 27. 

— fie^ axiä^i Qelbenfage. 
ikibfUiaitfr, 9te* von Dr. 5- H). 

Heger, Prof. an 6er Kgl 5orftafa6. 
3U (E^aranbt mit 85 Abb., 5 tCab. 
unb 3 Karten. Hr. 355. 

yattült. Kurjer Abrift bes tägli^ an 
Bor6 oon I)an6elsf^iffen ange« 
wanbten tLtils 6er Sd)iffai)rts!tin6e. 
Don Dr. Sranj Sd^uljc, Direftor 
6er Haoigations'Sdiiae- 3U Cfibe^ 
mit 56 AibbUb. Hr. 84. 

Pibtflittt««* jDer, |l6t in AuswabI 
un6 mitteiqo^6eutf(^c (brammatif 
m.fur3.n)5rterbu(^ o. Dr.lP.iboIt^ 
Prof. an 6er Unio. Hoftod. Hr. 1. 

fief}e au6: Ceben, Deutfi^es, im 

12. 3al)rl)un6ert 

lMi1»|liiitffn oon Prof. Dr. 3. Behrens» 
Dorft 6. (brogl). Ian6totrttAaftI. Der^ 
fuAsanft. Auguftenberg. mit 53 5ig. 
Hr. 123. 
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llSb«i800tl> im <5run6ri6 von Prof. 
Dr. W. Rein, Dlrcftot ()«$ päöagog. 
Semhtavs an 6er Unio. 3ena. Hr. 12. 

- ««ribidit« htv, von (Dbcriebrer 
Dr.Q.mamerinlDiesbaöen. ttr.l45. 

Mam^ntolt^U V. Dr. Ru5. Qoemes, 
Prof. an 5er Unio. (btai. mit 87 
Bbhüb, nr.9o. 

llninilUlrfrrirfkiitt«. Re<I|tiDinnige 
und fdbiefminnige Hjonometrie oon 
Prof.3.X)onöerlinnlnmünfter. mit 
121 Sig. m. 260. 

|l#rrr<ltftittf ntb\i einem Hnbang fi6. 
Sc^attenlonftruftion un5 parallel« 
scrfpeftloe von ard)lteft Ijans 5ren« 
teraer, (Dberl. an 6er Baugemerl* 
fd^ule Köln, mit 88 AbblI6. Hr. 57. 

PtttfiatapMt oon Dr. VO. Brunns, 
Prof. a. 6. Unloerf . Strasburg i (E. 

m\t 15 abbU6. nr. 17a. 

Ilflitftf«, flU« ll)r Bau un6 tbr Ceben 

oon Oberlehrer Dr. €. Denneri 

mU96abbU6. Hr. 44. 
llflrtttient»! ol0oif oon Dr. VD. mtgula, 

Prof. a. 6. 5orfta{a6enile Cifena^. 

mitSOAbbUb. Hr. 127. 
yflfkitff tikraitklif Heit o. Dr. Wttntx 

5rle6r.Bru(t, prloatbo^entlnibielen. 

mit 1 farb.tlaf.u.45abbil6. Hr. aiO. 

mU unh -VlmfiflP^tt oon Dr. 

U). migula, Prof. an 6er 5orfta!o6. 
(Eliena4 mit 50 abbllb. Hr. 141. 

|lflaii!(ttt<iilt. IIa«. (Einteilung 6e$ 
gedornten Pflanaenrel^s mit 6en 
tol^tlgften un6 befannteften Hrten 
oon Dr. 5- Helnede In Breslau un6 
Dr. ID. migula, Prof. an 6er 5orft* 
oIa6. (Elfena^. m\i 50 $ig. Hr. 122. 

Pfittnttnwtii, Hie« htv Ißtw^fftt 

oon Dr. tD. migula, Prof. an 6er 
5orftaro6emle (Eljena^ mit 50 Ab- 
bU6. Hr. 158. 

Pffavmahf^ntifit. Don Hpot^efer 
$. S&mlttljenner, Hfflftent am Bo» 
tan. 3nftltut 6er ^ed)nlf<&en Qod)' 
fc^ule Karlsruhe. Hr. 251. 

VhÜ0l0^U, «ffdiifltte htv klaf- 
fkfdien, oon Dr. UHlb. Kroll, or6. 
Prof. an 6er Unloerfltüt munfter 
bi ibeftfaku. Hr. 367. 



PklUfi^Pkit, «iitfftlirttn« ist IbU, 

oon Dr. mar n)entf(i)er, prof. a. 6. 
Unloerf. Königsberg. Hr. 281. 

~ Pfi}(i)oIogie un6 Coglf sur (Einfuhr, 
in 6le p^Uofoplile oon Dr. dQ. 
«Ifen^ans. mn 13 $iq. Hr. 14. 

Plfotüqv^kit, 9^t. Von I). Kegler, 
Prof. an 6er 1. 1. (brapljlfdjen Cebr« 
un6 DerfuAsanftalt in tDien. mit 
4 (Eaf . un6 52 HbbUb. Hr. 94. 

ykti^lt, ektPVtHfd)t, oon Dr.(5uftao 
3äger, Prof. 6er pijijfif an 6er 
leAnlfdten ßo^fdiule In XDien. 
I.tteürmedjantf ttn6fl!uftll. mit 
WHbbUb. Hr. 7a 

II. ttell: £l<^t un6 U)ärme. mit 

47 abbilb. Hr. 77. 

III. Hell: €leftrl3ltät un6 magne- 

tlsmus. irat 33 abbUb. Hr. IS. 

IV.(Iell:<EIettromagnetifdje£ld|t. 

tljeorle un6 (Eleftronit mit 21 $\q 
Hr. 374. 

— etfd)id^t htv, oon fl. Klftner, 
Prof. an 6er ©rofel). ReoIfd)ule 
3U Sinsheim a. € I: Die piiijfif bis 
Heioton. mit 13 5lg. Hr. 293. 

II: Die pi)o!lf oon Heioton bis 3ur 

(begentoart. mit 3 $\q. Hr. 294. 

lll^tifiltiiUrdK aittf0iibrnritmtitlttit0 

oon 6. maller, Prof. 6. matl^em. 
u. Pboflt am 6i}mnaflum In Ulm. 
mit 6en RefuUaten. Hr. 243. 

|ll|t|filtrtlirfit< ifitmtitammiun^ 

oon <5. maller, Prof. am 6t)m« 
naflumlnUIm. mit 6551g. Hr. 130. 

llfeitflkiiHriltf mtttnn^0mttliahtn 
o. Dr. nnil^elm Baf)r6t, (Oberlehrer 
an 6er (Dberrealfa)ule In (bro^ 
£l<||terfeI6e. m\i 49 5lg. Hr 3ü1. 

IHnfHlt. 9ift ^e» ^bfn]>lattbe!»oon 
Dr. ßans Stegmann, Konferoator 
am (oerman. itattonalmufeum 3U 
Hfimberg. mtt 23 ttaf. Hr. 116. 

— ht^ 19. §l(i^rl»ttnbert# oon H. 
ßellmeijer In mfindjen. mit 41 
DoUbll6ern. Hr. 321. 

|l0rtilt, 9ctttMtf , oon Dr. KBorlnsfl, 
Prof. a. 6. Unio. mUn^cn. Hr. 40. 

Pfiramtnntvtvti flelje: ttejttWn- 
6tt|trle II. 
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in Mc pMIofopqic, von Dr. tih. 

€Ifen|Kms. mit 13 Sig. Itr. 14. 
yfiMll^Irtllllt. dnttt^riH Ibtr, oon 

Dr. <B. 5. tipps in Ceipjig. Dtit 

3 5i9. nr.9a 
^nmptn^ Irti^ratiliriiif mA pntu- 

mtMfitit lUtlaae lt. €{n furser 

Überblid oon Remerunosbaumcifter 

Ruöolf VOQbtt (Dberleqrer an 6cr 

tgl. böberen TttafAinenboufdiuIe in 

Pofen. mit 3aI)Ir. Hbbilb. tlr. 290. 
<|iuUfitlitmb< fnv htuifdjtu Hf- 

fdjMftt oon Dr. Carl 3acob, Prof. 

an bcr Itnioerf. Tübingen. 2 Bbe. 

Hr. 279. 280. 
ikibiortittiiiitäi oon (Tbemiter tDilb. 

Srommet mit 18 flbbilb. ttr. 317. 
lUiltttfitt ItiittfiitSttitirilt«», oon 

Slc^orb 3uft. <DberIeI)rer an ber 
ffentl{<I|en ^anbelslel^ranftalt ber 
DresbenerKaufmannfdiaft. 1. II. Ul. 
Hr. 139. 140. 1«7. 
llfdlt h, güt^ttiUti» ^tftifbudftik, 
Smeites Bu^ : Sd^ulbre^t I. Hb« 
teilung : Allgemeine Ce^ren oon Dr. 

gaul 0ertmann, profeffor an ber 
nioerfität €rlangen. Hr. ;m. 

II. Abteilung: Die einjelnen 

S^ulboer^Itniffe o. Dr. Paul (Dert« 
mann, profeffor an ber Unioerfit&t 
Erlangen. Itr. S24. 

— Diertes Bud): Samttienre^t oon 
Dr i^einrid) TEi%e, Prof. an ber 
Unioerf. (böitingen. ttr.^iOS. 

lUilii#lel|r<, ^^tmtlntt oon Dr. 
tCI). Stembcrg, prioatbos. an ber 
Unioerf . Caufanne. I : Die metbobe. 
Hr. 169. 

— II : Das Softem. Hr. 17a 
^t^i0fd)uk^ 9tv inUvnoHimtilt 

atmtvblmt , oon 3 Iteuberg, 

KaiferL Regierungsrat. mitglieb bes 

KaiferLpatentamts suBerlin. nr.271 . 
llc^f If l)tf , ^tuifätt^ 0. f^ans probft, 

<5i)mnafiaq)rof. in Bamberg, mit 

einer ^af . Hr. Ol. 
^tbtfdftifi fie^e: Stenograpl^ie. 
lUli0imt#0<rfl|iil|to, atltte rtmtmit- 

itOft, oon D. Dr. ma; Cöbr, Prof. 

an ber Unioerf. Breslau. Hr. 292. 

— atn^irdie« oon Prof. Dr. (Ebmunb 
Harbi}. Hr. sa 

fie^e au(^ Bubb^a. 



il#li0imi#iiriirciirilraft, Hbrift htt 

»«rojUiiiifftbtit, oon Prof. Dr. JCfy, 

A^^tib in Bremen. Hr. ioa 
lUttaiffimr«. Die Kultur b Renaif f once. 

iBefittung, 5orf<^ung, Dichtung oon 

Dr. Robert $. Amofb, Prioatbo}. an 

ber Unio. nncn. Hr. 189. 
fiitpHiUn fielK: tCierreii^ III. 
iUiitt«m. <Bef(^i4te b. beutf cE)en Romans 

oon Dr. QellmutQ mielfe. Hr. 229. 
^uffkfd|^9tuffd^t0 1&tfpvaA}itbndii 

oon Dr. Cri(^ Bemelcr, Prof. an ber 

Unioerf. Prag. Hr. 0& 
^uffkfdit* ktftbuA^ mit 6Toffar oon 

Dr. €ri(D Bemeler, Prof. an ber 

Unioerf. präg. Hr. 6/. 

fielje ott<^: (Bramnuttif. 

$«i<b#, ||iiit#, Au$gen>&l)It unb er« 

läutert oon Prof. ür. 3ulius Sa^r. 

Hr. 24. 
$Stt0etiev«. Das (Eierreid) I : Säuge« 

tiere oon (Dberftubienrat Prof. Dr. 

Kurt tampert, Dorftel^er bis KgL 

Haturalienfabinetts in Stuttgart 

mu 15 AbbUb. Hr. 282. 
Sdicitttfitltattfbrttlttiottftt o. Prof. 3* 

Donberlimiinmanfter. mit 114 ^ig. 

Hr.236. 

tinv tt. ^dtmavt^tvUtm 

inhtvmitvmtli. <Erfte€inffi^rung 

in bie tierifc^ Sd)maro%ertunbe 

0. Dr. Stanj o. tDagner, a. o. Prof. 

a. b. Unioerf. (bta\, mit 67 Ab« 

bUb. Hr. 151. 
^ditdt^ fU bttdfdit, im ^««luit^e« 

oon qans Amr^ein. Direftor ber 

beutfdien S(^ule in £fitUd). Hr. 269. 
äMmlmriMrl!». metl)obif ber Dolls« 

IänuU oon Dr. R. Seifert, Seminar« 
lirehor in Sf^opau. Hr. 50. 

$«*iiiail|t, 9i*t <» >*^ ^etttriiieit 
mtfäm^t oonH)irfl.AbmiraIitats« 
rat Dr. (Emft oon ßalle, Prof, an 
ber Unloerfltflt Berlin Hr. 370, 

$ffvjefl|t. 9rt# btukfdit, oon Dr. 
(Dtto Branbis, <Dbcrlanbesgerid)ts« 
rat in ßamburg. 1. Allgemeine 
teuren: perfonen unb Sachen bes 
Seeredits. Hr. 386. 

II. Die einseinen feere^tli^n 

S<I|ulboer^Itniffe: Dertröge bes 
Seered)t$ unb au^eroertraglii^e 
Haftung. Hr. 337. 
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^^tnfabtUutHmt^ 9{«, öie Seifen« 
analpje un6 bie Kersenfabrilation 
Don Dr. Karl Braun in Berlin. (Die 
Seite unöOIe II.) mu 15 abbUÖ. 
Ilr. 336. 

^mplMum fHmpiUiffimn^ von 
Qans 3aIob (T^riftoffel o. (Brimmels* 
l^aufen. 3n Au$n>aql ^erausaegeb. 
oon Prof. Dr. 5. Bobertag, D(»ent 
an btx Unioerf. Breslau, tlr. ISS. 

$0«i^l00U oon Prof. Dr. (Thomas 
^eXis in Bremen. Itr. 101. 

$miiiU itA^t fiebe : (EnitDictlung. 

iiiUtmvti fie^e: (testil'3n5uftrie I. 

fpi^enfabtik^Mün fie^e: ^ectil« 
inbuftrie II. 

^^üdt^tnkmtHjtVt fS^üfili«, mit 
(brammotit, Uberfe^ung und €r« 
Ifiuterungen o. Dr. fierm. 3an^(n, 
Direhor 5er Königin tuife«Sd)Ule in 
Königsberg t Pr. tlr. 79. 

^pvadtnflfftnf^afi, fBrnttiittiriii«« 

o. Dr. Hi(^. £oen>e in Berlin. Hr. 238. 

— |in]>00enttattirfi|<,o. Dr. R. Hierin« 
ger, Prof. a 6. Unio. (bxay m\i einer 
iaf. ttr. 6a 

— S0miiniril|«,t>onDr.a6oIf3auner, 
prit>atbo3eni on öer Unioerf. IDien. 
1: £autle(re u. tDortlef^re 1. ttr. 128. 

II : IDortle^rc II u. Spnta; . Itr. 260. 

— ^tmiWdit^ oon Dr. <C. Brodel« 
mann, Prof. an 5er Unioerf. Königs«, 
berg. Itr. 291. 

^mtt^Ul^r«« ILUaeiittiite, oon Dr. 
I)ermann Reqm, Prof. an 5. Unio. 
Stragburg i. €. Itr. 358. 

$t«ai#rf dtt^ yrftt|Hr<lt<#« oon Dr. 
5ri% Stier«SomIo, Prof. an 5er Uni« 
oerf. Bonn. 2 deile. Itr. 298 u. 299. 

^«itititte*kttnb<« 9tuifditt oon 
Dr. Buöoff tnu(^, a. 0. Prof. an öer 
Unioerf. IDien. tltit 2 Karten un5 
2ttaf. Ur. 126. 

ftuHk. I. ^eU: IHe (brun5Ief}ren öer 
Statu ftarrer Körper 0. VO, ßauber, 
DipIom.«3ng. mit 82 $iQ. Ur. 178. 

~ n. (CeU: Angen>an5te Statit. tltit 
61 5i0. Itr. 179. 

^iiUn0gvttpl$U na<^ 5em Softem oon 
5. 3t. Babelsberger oon Dr. Albert 
Stramm, tititglieö öes Kgl. Stenogr. 
3iiftituts Drcsöcn. Itr.m 



^ttMtx^h^t, Die Heöefc^rift öes 
<baDcIsbergerf(^en St)ftems oon Dr. 
RIbert Si^ramm, ConöesamtsafjeffOr 
in Dresöen. Ur. 368. 

— Ccl^rbud) öer Hereinf achten Deutfcben 
Stenogrop^ie ((Einig.«Si)jtem Stolpe» 
Si^rei}) nebft Sd^IAffel, tefeftüden u. 
einem Hn^ang 0. Dr. flmfel, ©ber« 
lebrer öes Kooettenbaufes Oraiiien« 
ftein. Ur.86. 

^Utttiäjtmit oon Dr. <E. IDeöefinö, 

grof. on öer Unioerf. ffübingcn. 
tit 34 Obbüb. Ur. 201. 
^tvtfitntUit oon Dr. H. (blafer in 

Stuttgart, tltit 44 $\q. Vit. \ü. 
$fUltttit»( oon Karl (Dito t^artmann, 

<5eo)erbefd)uloorftanö in Zaiits tltit 

7 HoUbilöem unö 195 tLe(t«3au« 

ftrationen. Ur. »a 
9tdintlP^itt %li^tmtint ifif mifflte, 

oon Dr. (buft. Rauter in C^ar« 

lottenbura. Ur. lia 

— iUcrttamrilirt oon (Bc^. f)ohai Prof. 
a.£flöi(tei.Braunf(i)n)etg.tir. mii, 

%ttvfavbttafft^ $if , mit bejonöerer 
Berü(ffi(i)tigung öer fqntoetifdien 
tltetI)Ooen oon Dr. f)ans Bu^erer, 

grof. an öer Kgt tledin. Qodifdiule 
resöcn. Ur. 214. 
^tU^taphU^ ^it tUhivifdtt^ oon 
Dr.Cuö.Renftab. m.l95ig. Ur.172. 
^tftamtnt. Die €ntfte]^ung öes Blten 
^eftaments oon Lic. Dr. U). Staerf 
in 3ena. Ur. 272. 

— Die €ntftel)ung öes Ueuen TCefta« 
ments oon Prof. Lic. Dr. Carl €lemen 
in Bonn. Ur. 285. 

— Hf ntf ftont^ntliflie 9f it0f fdiiiltt« 
I ; Der Ijiftorif dje unö fulturgefc^idjt« 
Ii(i)( ijintergrunö öes Urd^riftentums 
oon Cic. Dr. ID Staer!, prioatöoj. 
in 3ena. tltit 3 Karten. Ur. 325. 

11: Die Religion öes Juöentums 

im Zeitalter öes i^ellenismus unö 
öer Römerberrf diaft. tltit einer Plan« 
fft33e. Ur. m 

9t9hl-^nbnfMt I: Spinnerei unö 
Swimerei oon Prof. Ilta; 6ürtler, 
(bei). Regierungsrat im KöniaL 
Canöesgen)erbeamt 3u Berlin, tlut 
39 Siflurcn. Ur. 184. 

II. nOeberei, IDirferei, Dofamen« 

tiererei, Spieen* unö (baröinen« 
fabrilation unö Sihfabrifation oon 
prof.tltor <bflrtIer,(De^.Regierungs« 
rat im Kdnigl. Canöesgemerbeamt 
3u Berlin, mu 27 S^ «t. 185. 
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